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�8�9

&)�� ( , ), ( , )x y x yω = ω ϕ = ϕ −���(��!��.��2%��-��

��������!����!����!� 
��
��)����.����")��������+

�����������������!�!���.�8�9<
2 3 2 2 3

2 ,
sin

B e B A e
r

− ω ω+=
ω

2 3arctg( ),A e− ωϕ = θ + ���8�9

&)�� ,A B �,�#���(���0�.��#�!��*��.�=� ,r θ �,�#��*��.�
����)����.

G��%4���/��������!������!������!��%56���������+

������%�������5�8�9


����(��!����:�;��%�������*�/��������!����!�!���.

8�9����5����)

( ) ,dy tg dx= ϕ ± ψ ������������������������������8�9

��!���������*����/��������!������.&�*)*��!��)%56��
�$��(��<

( ) ,Cχ ω ± ϕ = �����������������������������������8�9

&)��
1 ctg

arccos( ),
2 2 3

π ωψ = − ��
2

6

1 3 4cos
( ) ;

2 sin
d

ω

π

− ωχ ω = − ω
ω∫

O�,�#���(���0��*�#�!��*���*�:�;=�
5

.
6 6

π π< ω <

��!!�������/��������!���%

tg( )dy dx= ϕ + ψ �������������������������������8�9

��!������!��%56���!��������������/��������!����

( ) .Cχ ω + ϕ = ����������������������������������8�9

G���")*���#��*��.������)��������(�#�����%�����+
����8�9�����)�

2 3sin cos tg( arctg( )

1 ctg
arccos( )) (cos sin ).

2 2 3

dr r d A e

dr r d

− ωθ + θ θ = θ + +
π ω+ − ⋅ θ − θ θ

	�22����-���0����%���������8�9�#����)�����%���+
����5�!���()��*56���!*�#�������.��<

2 3

2 3

1 ctg
1 tg( arctg( ) arccos( )) tg

2 2 3 ,
1 ctg

tg( arctg( ) arccos( )) tg
2 2 3

A e
dr

d
r A e

− ω

− ω

π ω+ θ + + − ⋅ θ
= θ

π ωθ + + − − θ

G�!���%#��6���"�#��%4��

2 3

1
.

1 ctg
tg(arctg( ) arccos( ))

2 2 3

dr
d

r A e− ω
= θ

π ω+ −

^!#��0(%*������!���� 3( ) arctg( )C Ae− ωθ = − χ ω − �� !
%4�����2���%�.

2 2 3

4 2 3

1 3 4cos 3

2 sin 1

A e
d d d

A e

− ω

− ω

− ωθ = ω+ ω
ω +

�

�����

2 3

1
.

1 ctg
tg(arctg( ) arccos( ))

2 2 3

dr
d

r A e− ω
= θ

π ω+ −
∫ ∫

�#��!����3����.��'������#��%4��
2 3

2 2 3

4 2 3

tg(arctg( )

1 ctg 1 3 4cos 3
arccos( )) .

2 2 sin3 1

dr
A e

r

A e
d

A e

− ω

− ω

− ω

= − −

 ω − ω − + ω ω + 

∫ ∫

F������$��(����
1 ctg

exp( ( arccos( a
2 3

r tg
ω= −∫

2 2 3
2 3

14 2 3

1 3 4cos 3
arctg( ))) ) .

2 sin3 1

A e
A e d C

A e

− ω
− ω

− ω

 − ω − + ω + ω + 
	�*���&��4��$.��#��)����0�(��4��������!����.�O

�
���

���'��%4��.��*�4���
5

,
6 6

π π< ω < (�#�������������=<

6

1 ctg
exp( tg( arccos( a

2 3
r

ω

π

ω= −∫

2 2 3
2 3

4 2 3

1 3 4cos 3
arctg( ))) ).

2 sin3 1

A e
A e d

A e

− ω
− ω

− ω

 − ω − + ω ω + 
F�&)��%�������*�#����&��!���"!����/��������!�����!�+

�����!��%56�/�������������%�������5�8�9�����5����)

2
2 3

6

2 2 3
2 3

4 2 3

6

1 3 4cos
( ) arctg( ),

2 sin

1 ctg 1 3 4cos 3
exp( tg( arccos( arctg( ))) ).

2 2 sin3 1

C d A e

A e
r A e d

A e

ω
− ω

π

ω − ω
− ω

− ω
π

 − ωθ ω = + ω−
ω




  ω − ω = − + ω  ω +  

∫

∫

�����&�4�.���$��(���#��%4����%�������*�/����+
����!���������&��!���"!���<

2
2 3

6

2 2 3
2 3

4 2 3

6

1 3 4cos
( ) arctg( ),

2 sin

1 ctg 1 3 4cos 3
exp( tg( arccos( arctg( ))) ).

2 2 sin3 1

C d A e

A e
r A e d

A e

ω
− ω

π

ω − ω
− ω

− ω
π

 − ωθ ω = − ω−
ω




  ω − ω = − − − + ω  ω +  

∫

∫

��������!��!#��0(����������������4�!��&��#�����
oLV\Cwh�$.���#�!�����.�&��2����%�������"�/������+
��!�����!������!��%56�/�������5�8�9��#�����(��4�./



��

����������)���$�����)������������

(��4���*/�#���������1������4�!����#�������#��)!�����
&��2����#��%4�56�"!*�#���1�R���8��!
��9


1+"���

	�*�!�������*�#����)�������%��!������!��%56%5�/�+
�������!������#����&��!���"!�������")���.���
��
�7�+
�����!����:�;�8��!
��9
���#�������4���%�������*�/����+
����!�����
��
�7������!��&�����5����)

2

1

6

2 1

1 3 4cos
( ) ,

2 sin

2
3 exp( 3( )),

sin 3

C d

A
r

ω

π

 − ωθ ω = ω
ω


 π = − ω

ω

∫�

&)��O
�
��1

�
�,�#���(���0�.�����!����.
���'��#��)!�������

������/��������!�����#��%4�56�/!*�#��� 1 11, .
2

A C
π= =

G%���������.)�������������!������!��%56�*�/��������+

0

30

60

90

120

150

180

210

240

270

300

330

4

2

0 0

30

60

90

120

150

180

210

240

270

300

330

!������#����&��!���"!�����#��%4���.����)����"���$���
8#���1�_����O�_�̀ 9


1+"���

F������$��(����#��%4��.�/��������!�����!�!���.
%�������"�#��!��&����#�*'����&��!�!��*��*��!������!��%+
56������.������������.��������*��3��"�!�!���.����"+
)��.���������!����!����!� 
��
��)����.�
���$�5)���!*
��(��4�����')%�/��������!�������3��"�!�!���.��#��)!���+
����.�����)����"�!���0��8#���(��4�����#���������9���/�+
�������!��������#��%4���.����������
��
�7������!����:�;

������$��&�)����� 
��
��)��������7
�̂ 
�7��������(�

#���60���#�!��������(�)�4�


���������	�
��
��������


�
�7������!��"���
��
�F����*�#��!��4��!���A��
��
�7�+
�����!��"
�1
�=�]
�<���!��/�������()�������`


>
�r
�lOPOMOkL

!(�	�(����!��# !#� 	��	 * !�)	��	!(�	 !�!�
��	/$�&�	 !��  	"#�����&!#�$	�'%�!#�& 3	0(#�(	���	�//����(�"

!�	!(�	#&1��#�&!	 �$%!#�& 

ZI>�>LC2:*<D?�<A�G=<G>=:*>?�<A�:I>�@*AA>=>D:*2B�>LC2:*<D?�?J?:>F�<A�GB2D>�?:=>??�?:2:>)�-I*0I�2=>�2GG=<20I>@�:<�:I>

*DE2=*2D:�?<BC:*<D?)�2=>�=>0>*E>@��ZI>?>�0I2=20:>=*?:*0?�2=>�HC*B:�



��

��������	�
�����
��
�������������
����������������
����������������������������������������������

�	
���
��

�
�	
�	���)������]
��
�
%��&�����̂ 
��
�1��0���

������	��
�����������	��2����	�	
�
�����	��������
�	�
��������	��

�����������	
����

���

������������������������� ������$������������� '��
�������� �[�� ��������#���
�����%�������������"&

���������$�����������������!���$������������� �������
������������������������������������������ ��&

�#�������"������\�� �����%����������%�������"��������������������������%�����"��� ������(������� ��#

����������������)����
$����#���� ����������� '�����)������#�������������� ���#������ '���#�

7�!���.��������*���%#�������*���/���4�!��/���/��+
��&�4�!��/�#��-�!!�/�4�!���!�()�5�!*�����!����������+
(�����0�!����4�!��/�/��������!�����4������#��.�����32+
2�������!�0��/�2%��-����������*


��������%��.����%#����*��.��#�������.�/�����+

��/����&�4�!��/��$���������!*��*�����.��'���."�#��+
!����!���������!#��)�����."�/�������
�7#�-�2������!+
#��)������!���%#����*��./�#��-�!!�����!���0�������+
����4���2�����0�."�#�����!�/��������(��$������"���+
�����%#�������*��$��������!�!�!��)���4���.���#���+
�������������!#��)�����.��!�!���.����������%!#�/�

G�����)�������������%#���������#��-�!!���!���!+

#��)�����.���#�������������(���������#��!��$��!#��0+
(���������!#��)������&���������*�����!#��)������&�
%#�������*
�G���3����#�����4�!��"�������!�#���!�()�+
�����.!�����4�!�����./�!�!����%#�������*�#��)!����*+
�������"�#�)/�)��#�����������%�%4������)�����4�!��/
!��"!���%#�������*�)�!��&���!*�(��!4�����-�����0��"
!�!���.��������*
��������-����!�0���2����-�����!�+
!��*���� %#����*���&�� #��-�!!�� �� ��(��4�./� ��4��/
�$�����������$��0��������4�!�����$%!����������#��!�
�#�����0�./��-�����!�!��*��*�%#����*���&��#��-�!!�

��!!���������#���.��."�#��-�!!��(����)�"!���*

)�%/�#��������4���)��'%6�/!*�!��)�����#����!!��$���+
�����##������!�#��!����!���������!#��)�����.����(+
)�"!�����
�	�*�3��&���$������#�!�����������������(�)�+
4���#�����0��&����!#��)������&���������*�����!����
����)�������-�����&���!4�!����*
�G��%4��.����$/�+
)��.��%!����*��#�����0��!�����!��./�2%��-�"���!#��+
)������&���������*
�K���%!����*��!#��0(%5�!*�)�*�#�!�+
�����*�4�!�����&����&���������!4�����#�����0�./���+
!��./�2%��-�"

^!/�)*��(�(������!�/������*�����4�!������#������

��!!.���������/�&�#���(��#���*�./�����$����:�;����!!���+
����!�!���%�%�������"���#�!.��56�/�3����#��-�!!<

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

1 11
1 2 1

2 22
2 1 2

�
, ,

�
, , ,

� � �
t l

� � � � � �
t l

∂ Θ∂Θ
+ = Θ − Θ

∂ ∂
∂ Θ∂Θ

+ = Θ − Θ +
∂ ∂

�������8�9

&)��Θ
�
�_�Θ

�
�8B��:9��*�_������,�2%��-�*���!#��)�����*����#����%+

�.��������-�����-��=�ω
��
_�ω

�
8B��:9��*�_������,�!����!�0�)��'�+

��*�#����"��������"�!��)�!������!������=�A8B��:9�,�2%��-�*
������&����()�"!���*=��

�
�_��

�
�8B��:9��*�_������,���322�-���+

�.��/��������(%56���!��"!�����(����)�"!��%56�/�!��)

�)�!0�����������()�"!�����#����'������F�#����'%+

��4�./���4��/�����'���$.�0�#��)!������������)�

( ) ( ) ( )
1

, � �
m

j j
j

f l t l v t
=

= ∑ 


����4�!����2%��-�����!#��)������&��������&����(+
)�"!���*���(0����2%��-�5

( ) ( ) ( ) , 0, ,
�

0, , ,

j
b c l l

j j

j

j

a l l e l l
l

l l l

−  − ∈  = 
 ∈  

 

 
&)��B

�
�,�����)��������4���#����'���*�������&����()�"+

!���*=�2�_���c���=�H�_��=���_��`

	�#������!�!���%�%�������"�8�9�!��)%56������+

4��0�.�����&����4�.���%!����*��<

( ), 0 0i lΘ = �� 1, 2i = �������������������������������8�9

( ) ( )1 1âõ0, t tΘ = Θ �� ( ) ( )2 2âõ1, t tΘ = Θ �������������8�9

&)��Θ
���
8:9��Θ

���
8:9�,�(�)���.��2%��-��


v%��-��������4�!������������)

( ) ( )
2

*
1 1

0

1, 1, ,
T

I t t dt = Θ − Θ ∫ ���������������������8�9

&)��Z� ,� 2��!���������� ����*� #��-�!!�� %#�������*=
Θ

�

�8���:9�,�(�)������(��4�������&%���%���"�����4��.=
Θ

���
8���:9�,���&%���%���*�����4���

^����!*���(��'��!�0�#�)�4������$�����8F����9�%#���+

�*56�/���()�"!���"<�#���4�_�`�,�(��!4����(������*�&��+
��4�./�%!����"�����/�)�������"�8��&%���%56�"9�!��).
E
�
8:9�_�Θ

���
8:9=�#���4�_�������F�,�(��!4���#����'%��4�./

������/���()�"!���"�E
�
�8:9


F������$��(����#��%4����8F����9�,�����%��%5�!�!��+
�%���������4�!��&����&%��������*
�v%��-���%#����*+
56�/���()�"!���"�E

�
�8:9��4�_�̀ �����F�#��)!����������)�

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1

0 0

, � � � �� �� �� ���� �j j jv t u t l g l dld j m= Θ =∫ ∫ ���8�9

&)��E
�
8:9�,��#������.��!#��0(%��./�%#����*56�/�%!�+

��"!���8��)������!�%4�������&���0�.�9�!�(�)���.���*)+
�����C

�
8:��τ9���#��)�����.��������%&��0�����̀ �≤�τ�≤ :�Z�:�;=

( ) ( ) ( )
1

1

0

� � �j jl g l dlϕ = Θ∫ �,���()�"!���*�����/�)����&%�*+

�������/��������(%56���!�!��*�����$������%#�������*
���.��'�56��!*�4���(���!��.��2%��-�����!#��)����+
��&���������*�6

�
�8]9


^�����(�)�4���#����(�-���!�!���.�%#�������*�2����+
�%��!*�!��)%56����$��(��<���"�����������!��.��2%��-��
6
�
8B9��#��������./�(��4�����2%��-���!�!��*��*�Θ

�
8���:9���+

����(��������$.�2%��-��������4�!����8�9

^�����_��7�#�*'����*�!�!�����%�������"������$/�+

)��.��%!����*��#�����0��!������5����)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 2 2

� � � �
� � � � � �

l t l t
l t l t � � � �

t l

∂ ∂
+ − + −

∂ ∂

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 1 1
10

� 	� 	 � 	

T m

j j j
jt

t � � � � � � �� �
=

+∑∫ ∫ ����������8�9



�c

����������)���$�����)������������

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 0 1 1 0� 
� � 
� � ��

T

t

� � � � � �� � �+ =∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2 2 2 1

� � � �
� � � � � � ��

l t l t
l t l t � � � �

t l

∂ ∂
− − + =

∂ ∂
8�9

( ) ( ) ( )*
1 1 1 12 1, � 
� � 
� ��t t t Θ − Θ − = 

� ( ) ( )2 2� �� � �� ��t t = ( )1� � ��l T = ( )2� � ��l T = ����8c9

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 2 2 0 1

0 0

, � � �� � �� � � � � � ��

T t

L t t u t l d dtΘ = Θ =∫ ∫ 8�9

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1

0 0 0

, � � 	� 	 � � 	 ��

T t

j j jL t � � � � � ���Θ = τ Θ τ τ =∫ ∫ ∫
1, ...,j m= 
����������������������������������8�`9

1���)�������*�!�!���.�%�������"������<
�9�(�)�5����4��0�.��#��$��'���*���!��./�2%��-�"

6
�

�8B9=
�9��!���6

�

�8B9��(��!��.�����#��!�!�����%�������"�8�9��
&����4�.��%!����*��8�9��8�9���/�)*��Θ

�

��_�Θ
�

�8B��:9���#��!�+
#�*'����"�(�)�4��8�9�8c9��#��)��*5��µ

�

��_�µ
�

�8B��:9��*�_�����=
�9�)�����#���&�5��6

�

����_�6
�

��,�τ7
�
8Θ

�

���µ
�

�9��6
�

����_�6
�

��,
� τ7

�
8Θ

�

���µ
�

�9��τ�≥ ̀ ��D�_�̀ ���������=
�9�#��)��0�.��(��4���*���!��./�2%��-�"�)�5������+

����(�)�4�

	�*�4�!�����"������(�-���(�)�4�8�9�8�9��8�9�8�`9

#�!�������*���*����!���������*�����4��+��(��!���*�!/�+
�����##���!����%56�*��!/�)�%5�!�!���%�%�������"
8�9�!�#���.��#��*)�����������������"�!����
�G���3���
!#����)������������


^�����̀ ��]��.��4�!�������4��+��(��!��./������&��
%�������"�8�9��8�`9�#��)!����*5��!�$�"�&��)������##���+
!����������&��2%��-���������4�!����8�9

7��)������0����)�*�������*�(�)�4����'���$.�0��!+

#��0(�����&��)�����."�����)�:�;

G����)���#�����.���!4����!�!�����������*�#����(+

��$������"�#��&�����<�����%5���(&�������#�����0�%5
#���/�)�%5�/��������!���%����)������%���"�!/������+
&%��������*�!���!���"�2%��-��"��#�����0��&��������+
�*�6

�
8B9�8��!
��9�������%5����!������!��%56%5�3��"�2%��+

-���8��!
��9�������'������.���#�����0��&��%#�������*
8��!
��9���!������!��%56���2%��-�����!#��)������&�
�������*�!�#�)�4�"�%#����*56�/���()�"!���"�����4���
��!#��)�����.��#��)������##������8��!
��9


1+"�����B,��#�#+$����
������;���
���:��#�����-+��

+�
�+��
�+��%�#���&�#���%��"���"���3�!�#&2+�3��
�
�E'F

��!!�������#��%4������#�����0�./���!��./�2%��+
-�"���!#��)������&���������*��)�56�/��-���%�������+
���%��./�#����������%#����*���&��#��-�!!����!��-�+
������"���!!�#���)�4��)�*�#���.������"������2���+
-�����"�������.�
+�`��:�;


^!/�)*��(�(������!�/������*�����4�!������#�������!+
!.���������/�&�#���(��#���*�./���:�;����!!�������!��)%5+
6%5���������4�!�%5���)��0�%#����*���&��#��-�!!�<

( )*1 1
1 1

� �
,i i

y i ic k y y
t l

∂ ∂
− = − + Φ

∂ ∂

( )*2 2
2 2

� �
,i i

y i ic k y y
t l

∂ ∂
+ = − + Φ

∂ ∂ 1, ..., ,i N= 8��9

( ){ }, / 0 1, 0 ,l t l t TΩ = < < < <  

&)���
��
���

��
�,�!��)����#�����!������#����������()��*���"

!��!�=�v
�
��v

�
�,�2%��-���������&����()�"!���*=�J

�
8B��:9�

J
�


8B9�,����-�����-�*����������!��*����-�����-�*���#���+
��"� 2�(�=� 0

�
�� 0

�
� ,� !����!��� '�)��"� �� #�����"� 2�(=

8
�
�,���322�-�������!!�#���)�4�


1+"���������%�#�$��
�

��+��
�+��%�#�$��
�

��

��"���$�!�#&2+$���"
����%�##� ��&�#���%$

1+"�����B,��#�#+$����
������;���
���:��#�����-+��

+�
�+��
�+��%�#���&�#���%��"���"��;�+�!�#&2+$�+��
�
���

�

1+"��(������%�#;���
�

����
�

��+��
�+��%�#;���
�

����
�

�

��"��;��!�#&2++���"
����%�##� ��&�#���%$

^(��!�������'��!�*(0����-�����-�"�!�#�����!�*��<
1

1
1

�
,

�

i
i N

i
i

x

=

=
∑

� 2

2
1

�
.

�

i
i N

i
i

y

=

=
∑

�����������������������8��9

7�!�����8��9�!�)��'����+����(��!��./�2%��-�"��
!���0���'��%�������"
�	�#������3�%�!�!���%���4��0�.+
�����&����4�.���%!����*��<

( ) ( )1 1� � � �i il l= ϕ ( ) ( )2 2� � � �i il l= ϕ �����������8��9

&)���
��
8B9���

��
8B9�,�(�)���.��2%��-��
�G���B�_�̀

( ) ( ) ( )1
2 2 0� �� ��i it c V t y t−= �



��

��������	�
�����
��
�������������
����������������
����������������������������������������������

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1

0,
� �� �� � �� �

k

t
i

x i i j
j

dy t
H c t y t t

dt =

 
= − 

 
∑

( ) ( )
( )

2

2
1

0
0, 0 ;

0

i
i N

j
j

y

=

ϕ
=

ϕ∑
�������������������������8��9

&)�� ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1
1

� �� �
N

j
j

V t c t F t D t
=

= − +∑ �B�_��

( ) ( ) ( )1
1 1� �� �� �i D it c L t x t−=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1

1,
� 
� 
� � 
� �

D

N
i

x i i j
j

dx t
H t c t l t t

dt =

 
= − 

 
∑

( ) ( )
( )

1

1
1

1
1, 0 ,

1

i
i N

j
j

x

=

ϕ
=

ϕ∑
( ) ( ) ( ) ( )2 2

1

� 
� �D

N
x

j D
j

dH t
c t L t D t

dt =

= − −∑ ( ) 10 � �
DxH = 8��9

7�!�����%�������"�8��9�8��9��#�!.�����#��-�!!���+
!��-�������"���!!�#���)�4���������2���-�����"���+
������!�#�������.��%���������)�2��&������
�	�*���&�
4��$.������������&����4���������!4��#.����!0�����
#���#���*��!0�����)���!��)%56���%!�����<

( )
0

( ) ( ) ( ) 0,
T

F t D t W t dt− − =∫ ��������������������8��9

&)��Z�,�(�)����������*�%#�������*
�
��������!�0�3��"
������"�(�)�4��#���(������:�;

72���%���%���(�)�4%��#�����0��&����!#��)������+

&���������*
�����4�!����-�����#����(�-�����'���#�!��+
���0����$�������)�!��'���*�������0��&��!��)�����)+
����4��&�����������*���&%���%���"�����4��.�]

�
�8���:9��

8���9�J
�
�8`��:9�����/%������(%�������.�83�������%4������4�+

!����-�����&��#��)%���9<

( ) ( )
2

2(1) * (2) *
1 2

1 10

1, 0, .
T N N

i i i i i i
j j

S k x t k y t dt
= =

     = − Θ + − Θ      
∑ ∑∫ 8��9

��������'���!!��)����.���)�%&�������������#����+
(�-��<�#���(��)����0��!�0��##��������������"���()���+
���0��"�!#�!�$��!�����)�

��!!������� (����%�%5� !�!���%� ��&%��������*� !

%#����������P8:9
�̂ ��*����)%��!#��0(���������!#��)�+
�����&���������*���#�����"�2�(�������/�)���&%�*�����:�;�
��&%���%56�&��P8:9��#�!�%#���!�&���

( ) ( ) ( )
10

, ,
l M

s s
s

t y l t g l dl
=

ϕ = ∑∫
&)��5�,�����4�!�������������%��./�#������������.$+
����./��(�J

�
8B��:9=�6

�
8B9�,���!��.��2%��-�����!#��)����+

��&���������*��)�56����-���%����������%��.��#���+
�����������������4�!��"�!�!�������&%��������*
��#���+
�*56�����()�"!�����P8:9���!�%4�������&���0��&����&%�*+
�����$%)�������0���)

( ) ( ) ( ) ( )
10 0

, , ,
t l M

s s
s

D t u t y l g l dld
=

= τ τ τ∑∫ ∫
&)��C8:��τ9�,�(�)����*�2%��-�*��/��������(%56�*���&%�*+
���

G������������(��#�������������'�)��"�2�(��(�)�4�

�#����(�-��� ��!!����������"� !�!���.� %#�������*
2���%���%��!*������&�4��
� ���!�!���������/�')����
����/���!��./�2%��-�"���!#��)������&���������*�68B9�

�����.����!��%�!�!���.�%�������"�8��9�8��9�������(�+
�%5��2%��-��������4�!����8��9

G���/�)*���������0��"�2������#��%4���!��)%56%5

!�!���%�)�22����-���0�./�%�������"���#�!.��56%5
%#����*��."�#��-�!!�:�;<

( )(1) *1
1 1

�

 �i

i y i i ic k y y X
t

∂
= + − + Φ ≡

∂
(1)1�


 �i
il

∂
=

∂

( )(2) *2
2 2

�
� �i

i y i i ic k y y Y
t

∂
= − + − + Φ ≡

∂
(2)2� � �i
il

∂
=

∂
0 1,l< < 0 ,t T< <

#��������./�%!����*/<

( ) ( ) ( ) 1
2 0 2� �� �� ��i it V t y t c−− =

( ) ( ) ( )1
1 1

1

(0, )
� �� �� � �� �

k

N
i

i i j ki
jx

dy t c
t y t t X

dt H =

 
= − ≡ 

 
∑

( ) ( )
( )

2

2
1

0
0, 0 ,

0

i
i N

j
j

y

=

ϕ
=

ϕ∑
0 ,t T< < � 0,l =

( ) ( ) ( ) 1
1 1� �� �� ��i D it L t x t c−− =

( ) ( ) ( ) ( )2
2 2

1

1,
� 
� 
� � 
� �

D

N
i

i i j Di
jx

dx t c
t x t t X

dt H =

 
= − ≡ 

 
∑

( ) ( )
( )

1

1
1

1
1, 0 ,

1

i
i N

j
j

x

=

ϕ
=

ϕ∑
( ) ( ) ( ) ( )2 2

1

1, ,D

N
x

j D D
j

dH t
c t L t D t H

dt =

= ϕ − − ≡∑
( ) 10 � �

DxH = 0 ,t T< < � 1,l =
!���4��0�.���%!����*���8��9

	�*�#��%4���*����$/�)��./�%!����"��#�����0��!+

�����!!��������!#���&����0�."�2%��-�����

1 2 ,
d

I I I Ldtdl l dt
Ω Ω

= + = +∫∫ ∫ ��

&)��∂Ω�,�&����-���$��!���Ω=

(1) (2) (1)1 2

1

� �
	 	 


N
i i

i i i i
i

L X
t l=

 ∂ ∂   = − + − +    ∂ ∂   
∑�

(1) (2) (2)2 2� �
� � 
 �i i

i i i iy
t l

∂ ∂     + − + −     ∂ ∂     

( )( ) ( )( ){ 2 2(1) * (2) *
1 2

1

1, 0,
N

i i i i i i
i

l k x t k y t
=

= − Θ + − Θ +∑�

( ) ( ) ( )( )2 (1) 1
1 1� � �� ��Di i D it L t x t c−+ − +

( ) ( ) ( ) ( )( )(2) (1) 1
2 0 2

1,
� � � �� ��

i
Di Di ki i i

dx t
X t V t y t c

dt
− 

+ − + − + 
 

( ) ( )(2) (3)0,
� � �Dxi

ki ki D D

dH tdy t
X H

dt dt

    + − + −       
()�!0�ξ

�

�����ξ
�

������
�

������
�

����,�2%��-�����#��)�����.�����Ω=�λ
��

����
λ
��

�����λ
��

�	���λ

�

�����λ

�

����,�2%��-�����#��)�����.�����∂Ω

G%!�0� 68B9� ,� �#�����0�.�� ��!��.��2%��-�����

��
�

�
��
�,��#�����0������������(�)�4��8��9�8��9��!������!��%+

56���[8B9
�F�&)�����")*������-�5�δV�_�δV
�
���δV

�
����!#��0(%*

��&%�����-�5������-�����&���!4�!����*��$%)�������0
!��)%56%5�!�#�*'���%5�!�!���%�)�22����-���0�./



�`

����������)���$�����)������������

%�������"�����!����0���ξ
�
���

�
��λ

��

�����λ

�

����8ξ
�

�������
�

�����.��+
'��.�4���(�ξ

�

�������
�

�������$�(��4��.�ξ
�
����

�
�������&�4��

�!��54�5�!*�λ
�

�����λ



���9<

( ) ( )
'

2 2 1
1 1

1
1

1 1
1 1

� � � �
� �

� � � � �

� �

N N

j ik k j kN
j ji i

i i k kN N
k

j j
j j

P P

c
t l

P

= =

=

= =

 − ∂ ∂  − = − −
 ∂ ∂
 
 

∑ ∑
∑

∑ ∑

( ) ( )2 2 1
1

1
1

� � 	

 � � 	 � �

	

N
i i k

i ik k k N
k

j
j

c
t l

P=

=


∂ ∂ + = − + − +
∂ ∂



∑
∑

( ) ( ) ( )(3) 2
2 2

1 1 1

2
1

�
� � �� �� � �

�

N M N
i

D k k s ns j
Nk s j

j
j

j

t y t g l k
= = =

=

       + − −             

∑ ∑ ∑
∑

�8�c9

1, ,

0, ,ns

s i
k

s i

=
=  ≠

( ) ( ) ( ) ( )(3)

10

� � �� �� � �

T N

s D k k s
k

L l t y t y l t dt
=

 = −  
∑∫

( )	 � ��i l t = ( )� � ��i l t = ������������������������8��9

( ) ( )
(2)

1 1
1

�
	 �� �

N
ki

i j
j

c
d

t c W t
dt =

 
= − − 

 
∑

( )( )
(2)

1 2
1 (2) *

2

� �

� �� �

k

N

ki j
j

i i i
x

c

k y t
H

=− − − Θ
∑

�������������8�`9

( ) ( ) ( )
(2) (2)

1

� �
	 �� �� � �� �

k k

N
ki kk

i k k
kx x

t y t t
H H=

 
= − −   

∑
(2)� ��ki = 0 ,t T< < � 0,l =

( )
( )

( ) ( )( )
(2)

21 2(2)
1 (1) *

1

� 	 ��
�

� ��� 
 � �� �

D

N

Di j
jDi

i d i i i
x

c t
d

t L t k x t
dt H t

== − − − Θ
∑

( )(2)� ��Di T = ����������������������������������8��9

( ) ( )

( )

( )

(2)
(2)

(3)1

1, �
�

� 
� � �

D D

N

k Dk
Di k

i D
x x

x t
t

H t H t
== − +

∑

( ) ( ) ( ) ( )
(3)

(2) 2
2 2 2

1 1

�
� � 
� 
� � 
� �

D

N N
D

Di i i j x
i j

d
c t x t t H t

dt = =

 
= − − 

 
∑ ∑

(2)� ��Di = 0 ,t T< < 1,l = ����������������������8��9

&)��.


�_�1



τ����a



τ���	



�,�#��-���0����)��������)�*�8+&�

���#������=� '

2

;
�

k
k

j

P
P

∂
=

∂
�τ�,����#����%������������=�1



�

a


��	



�,���322�-����.���#��)��*��.��#��3�!#������+

���0�.��)���.������)���������0��/����)������ :�;=
.�,��$6���)�����������������=�N�,����'�!������)��!��
���������%��./�#���������

1���)�������*�!�!���.�%�������"�(���54���!*��

!��)%56��<
�9�(�)�5����4��0�.��#��$��'���*���!��./�2%��-�"

6
�

�8B9=

�9� �!��� 6
�

�8B9� �(��!��.�� ��� #�� !�!����� %�������"
8��9�8��9���/�)*���

��

������
��

�������#��!�#�*'����"�(�)�4�
8�c9�8��9��#��)��*5��ξ

�

����
�

���λ

�

������λ
��

������λ
��

	���=
�9�)�����#���&�5��6

�

����_�6
�

��,�τ7
�
=

�9�#��)��0�.��(��4���*���!��./�2%��-�"�)�5������+
�����!/�)��"�(�)�4�

�.��'����� 8��9� ,� 3��� &��)����� �!#���&����0��&�

2%��-�������V
�1�'���#���(��0��4���3����.��'������!�0
&��)������#����(��%���&��2%��-�������8��9
�7��)���+
���0����)�*�4�!�����"������(�-�������)���!#��0(%��!*
&��)�����.������).�:�;

G����)���&��2�����#�����0�./���!��./�2%��-�"

��!#��)������&���������*�6
�
8B9�8��!
��9���!������!��%5+

6������-�����-���#����&��8��&�����%4�&�9����#������
��)�2��&�������8��!
��9������%$��8��!
��9�#���.������"
�����2���-�����"�������.�
+�`�
�������������%��."
#��������#���*������-�����-�*���&�����%4�&�����#�+
��������#�����"�2�(��J

�
8B��:9
�
���.��]

�
8���:9���J

�
8`��:9�!���+

���!��%5����4��0��"���!���"�2%��-���68B9�_�`�#�����(+
�%6�������&�����%4�&�����#���������!.�0��������`�����
�!/�)��&��(��4���*�������*���,��������0���%��������+
��5����-�����-���]

�
8���:9�������*���,��������0���%���+

�������5�J
�
8`��:9�������*���,��������0���%����������5

]
�
8���:9���J

�
8`��:9��)����������


1+"�����B,��#�#+$�&�#2�#���2+3�����!%� ������

1+"��)��/��+"+��"�+��
�+��%�#;:���"��;:�!�#&2+3��
�

E(F

1+"�����B,��#�#+$�&�#2�#���2+3���&�4�

	�*�#����"�!/��.���&%���%���*�����4����]
�
8���:9�$��(+

��� �� ���$%����%� (��4���5�Θ
��

���2%��-������ ��4�!���
?����_������`� 
�7�)��'�����3��&��'�����#����������%$�



��

��������	�
�����
��
�������������
����������������
����������������������������������������������

������.�J
�
8`��:9����������$��0������������������(�)��+

��&��(��4���*�Θ
��

�

G����#����(�-�����4�!������'��&��#��)%��������+

�������������������&%���%���"�����4��.�J
�
8`��:9����(�+

)����&��(��4���*�Θ
��

��%���0����!*�#��!�������5�!�#��+
��"�!/���"���&%��������*���)���������/%�������.�(��+
4�����]

�
8���:9�%����4�����!*
�G���3����?����_�̀ ����


	�*��������*��#����(�-������������"��)��������+
������/��&������'��&��#��)%����������*�#���/�)��&�
#��-�!!��]

�
8���:9�!��#�)����!������&�4��"������"�������+

��"�!/������&%��������*���������*�J
�
8`��:9����'����(��4�+

���0�������4���!*����!������!��%56�"������"���������"
!/������?����_�̀ ����

��!�%4�����!#��)������&���������*�(��!�)��'�����

#����&�����#���������'�)��"�2�(��#���������(�-��
���������*�]

�
8���:9����(�)����&��Θ

��

��?����_������`��
�G��
�#����(�-������������*�J

�
8`��:9����Θ

��

��?����_������`�!
�G��
�)����������"�������(�-������������*�J

�
8`��:9���]

�
8���:9

���Θ
��

����Θ
��

��?����_�̀ ����


�� (���54�������'���!)����0� !��)%56����.��).<
!2���%���������(�)�4���#�����0��&���������*�(��!�!+
�������!���!#��)�����.���#������������#��%4��.���+
�$/�)��.��%!����*� �#�����0��!��� ��!��./�2%��-�"
��!#��)������&���������*��#����)����4�!��������!!��+
)��������#�����0�./�!�!�����������*�)�*�#���.����+
��"� �����2���-�����"� ������.�� #���(���� 322�����+
��!�0���!#��)������&���������*


���������	�
��
��������


�
�	���)�������
�	
�1�)��������������#����(�-�*
��#����!!��$����./�#��-�!!�����/���4�!��"���/����+
&���A��
�	
�	���)����
�1
�<���%��������

�
�	���)�������
�	
��#����*��.����!#��)�����.�

!�!���.�A��
�	
�	���)����
�����!�$��!��<���%��
�̂ ()+��
7�$��!��&����)�����*����������


a
�h
�hTPSNTMgO��J
�r
�nQjL[SML��@
�a
�oTjMSg

!(�	�&�$* # 	��	&�&, !�!#�&��*	)�"� 	#&	 * !�) 
��	"# !�#6%!�"	/����  � 	��&!��$	�&"	)�&�'�)�&!

VD�:I>�2=:*0B>�:I>�@>0*?*<D�<A�<G:*FCF�0<D:=<B�:2?8?�*?�0<D?*@>=>@[�A<=�0<D:*DC<C?�G=<0>??�<A�*D:>=20:*<D�<A�:-<�F<E*D6

0<CD:>=0C==>D�>DE*=<DF>D:?�*D�I>2:&>]0I2D6>�2GG2=2:C?�-*:I�?G2:*2BBJ�@*?:=*HC:>@�*DABC>D0>\�A<=�G=<0>??�<A�D<D&?:2:*<D2=J

F2??� :=2D?A>=� *D� =>0:*AJ*D6� 0<BCFD�� ZI>� ?:2:>F>D:� <=� G=<HB>F?)� D>0>??2=J� 0<D@*:*<D?� <A� <G:*F2B*:J)� G=<HB>F&?<BE*D6

G=<0>@C=>�2D@�DCF>=*02B�=>?CB:?�2=>�G=>?>D:>@�



��

����������)���$�����)������������

�	
����
c��

7
��
��2������̂ 
��
�G��2����

����������	������	������	
��������
�����
����

�����	����
�����-���	
�
���

(��������������� '������������%������������������ ��������#
��������������
��������������
����&

%������#$��#��� ��� '�#$��������b��Oc����
��!�������������"������(������#����� '���#��������� '��
�

��� �������������� ��������������"�%� ���"�����%��������������������%����(��� �
��������������������

��� ���#���������#��� 
�����#)�������������������������O�

7��)!�����.4�!�����0��"���/�����!�����*�!*��!��$�+
������(������.����!��%�������)�*����#���!��"�����+
����(�-���#��-�!!���!$������#�����$�������2����-���
#���*��*�������"���%#�������*���!��./���(�./��$��!+
�*/�4�����4�!��"�)�*���0��!��
����#�!��)����)�!*����+
������!��#���(��)����0��!������#05��������$������/
�#��������"���������"�#��*����#��#%!���"�!#�!�$��!+
���������/�%!���"!�������������!�*(����4�!��������(��+
����!��%�-�5����.4�!�����0��"���/�������!2���/����#��+
������*
�������!����*����3����!%6�!��%����������(�)�4�
�������������./�����(��'���#��%4��0����!���)������
���#05�����(��#��������������*�������'��(�)�4�#���$�!+
#�4���5�%#�������*��$�����������'��������0��&�����+
����
�����!�%4�����&)����40��)����$��$�����/��!�*(���./
!�'�(�05��5)�"����#��!���#���(��)����0��!������#05+
�����#���$��������!�$%5��!����%

G��.������322�������!�����$��.����#05�������+

'���)�!��&��0!*�)�%�*�#%�*��<���$��(��!4����(������*��#+
#������"�!�!����*56�"�!�!���.����$��(��!4����(������*
���#��&������"�!�!����*56�"�#�!��)!�������(��$����
���./���&�����������!#������������*��.4�!����"��#��+
���0��"���&���(�-����.4�!�����0�./�#��-�!!��

^(��!��.�)���#%���%����4���*�!����!�����$��.��.+

4�!�����0�./�!�!���<�#��.�������������"�4�!���.�3��+
������"�$�(.��.4�!�����0�./�%!���"!�����#�������0+
�����.#���������.4�!����"�(��!4���#���/�)������)��+
#��-�!!���./������&�#��-�!!���.���.4�!�����0�.�
!�!�����

G���."�#%�0��������&����4���.����(��'��!��
��

��!��*6�������*��������*�4�!�����3���������K�1�)�!+
��&������!���0��/�&�&�&��-��#���3����)�'���!#��0(���+
�������$�����#��!#������./���(��$�����!��'����$�!+
#�4��0�%����4������������"�4�!���.����$�����4�����
#��*)��
�7��)������0����)����*���(��'��!�0�%����4�+
��*�!����!�����$��.�K�1�������#��)���������."�%'�
)�!��&�%�
� )�����)�!��'�����3��&��#��)�������!��'��
���!���#���-�#���0�./��(������"���!����!��.������4+
��!��.��/��������!������.4�!�����0�./�!�!���

�����"�#%�0�#��.����*�!����!�����$��.��.4�!��+

���0�./�!�!����!�!�������#���/�)������)��#��-�!!��+
�./������&�#��-�!!���.���.4�!�����0�.��!�!�����
����!#��������������#��-�!!����.4�!����"����$��$��+
�����2����-����������%������#��-�!!��������&�#��+
-�!!���./�!�!��������������%�������.#������*�3�����+
����./��#���-�"���%����#��-�!!����
�K����#%�0�*��*��+
!*����$�����#��!#������.�������!�)��'���#���-�#�+
��0�./��&����4���"���#��.������!����!�������4��!��
��$��.��.4�!�����0�./�%!���"!��
� )����������3����#%��
���5�!*�)�!����4���!��0�(�.����%)��!����)�*�#���)���+

��*������./����$%��!*�(��4����0��*��!!��)������0!��*
��$���������.���)������$��!�����/�����%�.����&�#��+
-�!!���./�!�!�����!��%��%�.�#��-�!!��������&���(�-��
#��*��������������$�������2����-��"

��%4����*�!��%�-�����'���)�$��0!*���!������!�+

���0���#�����'��0�����$��%)�������(�$��.�#���$�!#�+
4���5�'�(��)�*���0��!����.4�!�����0��"�!�!���.��
!�()��0�%)�$�.����322������.���##�����.��!��)!����
�����.���$�!#�4������$.�#����$��!�����(����*�����+
����4�!��&���$�!#�4���*�������6������������2���-��
�.4�!�����0��"�!�!���.

���.4�!�����0�./�!�!����/���()��*5�!*�2%��-��

%#�������*��.4�!�����0�.��#��-�!!������!%6�!����+
��*�!���/��.4�!����"��!�*(����&��!��$��$����"�#�!�%+
#�56�"���2����-��
�K���)���2%��-�����&%���.#���*�+
!*���(��4�.���#��-�!!�����
�~�!�0�#��-�!!������#��)+
��(��4���./�)�*��.#������*��!�����&���$������.4�!+
�����0�./��#���-�"��-���!��$��(���!������������0���
�##�����%5������(�-�5����$�����4�!����!���4�56�/!*
��(�����56�/�(��4����0��������*��#���-�"�!�-��05
#��.����*��$6�"�#���(��)����0��!����.4�!�����0��"
!�!���.�����������##������*������(�-�*��.4�!����*�)���+
�./�2%��-�"��!%6�!���*��!*���)�!*������(�$.!������4��
�/�#��&������*������(�-�*
���!�*(��!�3������(������
���$/�)���!�0�����(��$���������)���.$�������'�!���
������#���-�"�������.���%4��������(����0��##�����.+
���!��)!�����
����$/�)�������'����(��$����0���&�����
�-�����322�������&��$.!���)�"!���*�!#�-���0�./�#��+
-�!!�������!�*(��!������4���#���2��!��������������4�+
!����������$��)��*56�/�#��-�!!��.�!��#��������"�#�+
�*�05��#���(��)����0��!�0����&�#��-�!!����"��.4�!+
�����0��"�!�!���.�81�79���-������#���%����4�����$.!+
���)�"!���*� !#�-���0�./�#��-�!!������ $%)��� %���0+
���0!*�(��!4�����(��!��&��4�!������2����������(����5+
6�/�#����)�������������$��6�����#��-�!!��������#�+
�������"�#��*��

�!��#��)��&���.���.���#%���#��.����*�322�����+

��!�����&%��$.�0��-����.����0���#�������4���������+
��4�!��"���)����2%��-����������*��.4�!�����0��"�!�+
!���.

��:�;�$.���#�!�����.��������4�!�����������-���+

�.����)�����#�(���*56����!%6�!���*�0��-���%�#���(+
��)����0��!����������*�*��*��!*��!����.��#���(������
322�������!���2%��-����������*����&�#��-�!!���./
�.4�!�����0�./�!�!���

	�*�#��%4���*��-�����#���(��)����0��!���#��-�!!

2%��-����������*�1�7�#��)!���������)����"�!���0�
(����%��"�!�!����"���!!���&���$!�%'�����*�871 9�!
�'�)��������!�%4�"�.����!#��)��������(�#��!����!�/



��

��������	�
�����
��
�������������
����������������
����������������������������������������������

��#���#���!���������$�(��(����)�"!���*���')%�!�$�"

G���3����#��)#���&���!*��4���!%�����."�#�����(�#��+
!������#��-�!!�������')�&����#��*��*��!*�#��!��"����!
#����������ν

�
�8 1,i N= ��&)��+�,�����4�!������#���#��-�!+

!����9��������*��$!�%'�����*�#�)4��*��!*�3�!#����-�+
��0���%�(����%���!#��)�����*�!�#����������µ

�

�
�')."

#��-�!!��� �� �������.�� !�%4�"�.��������.� �������
�%')���!*����$!�%'������
� $!�%'��������!%6�!���*+
��!*���#��*���#�!��)!�����D����
�����0�#�!�%#����"
����$!�%'�������(�#��!���#����*��!*�!������"�����*�+
��!�05����5$%5��(�!��$�)�./�������#��������!*���
�$!�%'������
��!����!�����.�(��*�.�����#�!�%#����"
����$!�%'�������(�#��!�!�������!*����4���)0���')���!��+
�&���$!�%'�����*
�	�!-�#������$!�%'�����*�,�!�%4�"+
�."����������*��."��.$����(��4���)�

7�!�������!!���&���$!�%'�����*���'�����/�)��0!*

��!��)%56�/�!�!��*��*/<
,� 0,0

0,0,...,0a
�
,���!�!�����(�#��!�������$!�%'�����������

���.�!��$�)�.=
,� 1,0

1,0,...,0a �,���!�!�������/�)��!*��)���(�#��!����#��-�!+
!����#����&����#������)��"�������$!�%'�����!*��)��
(�#��!���4���)�����=
,� 1,0

0,0,...1a �,���!�!�������/�)��!*��)���(�#��!����#��-�!+
!����++&����#������)��"�������$!�%'�����!*��)���(�#+
��!���4���)�����=
,�

1 2

,
, ,..., N

k l
j j ja ,���!�!�������/�)��!*�4

��
(�#��!������#��+

-�!!�����*+&����#���&)��*�_�������

��+��8�����(��*����$!�%'�+
��������B�(�#��!�����/�)*�!*����4���)*/�����$!�%'���+
�����&)�� ( )0, ;   = 0, -kk h l M= =
,

1 2

,
, ,..., N

h M h
m m ma − �,���!�!�������/�)��!*�F

�
�(�#��!������#��+

-�!!�������')�&����#���I�����(��*����$!�%'��������
85�,�I9�(�#��!�����/�)*�!*����4���)*/�����$!�%'�������

&)��5� ,� !%�������� 4�!��� #��-�!!������
1

N

i
i

M m
=

= ∑ =
����� � �

����� �

n M n
h

M M n


=  ≤
7�!�����%�������"�)�*�!��-�������&����'�������+

���!��)%56�"���)<

0,0 1,0 1,0 1,0
0,0,...,0 1 1,0,...,0 2 0,1,...0 0,0,...,1

1

+ . . . 0
N

i i N
i

m P P P P
=

− ν + µ + µ + µ =∑ �

1 2

,
, ,...,

1

[ ( ) ] (
N

N
k l

i i i i i j j j
i

m j d P
=

− − ν + µ +∑

1 2

1,
1 1 1 1, ,...,

1
( 1)

N

k l
j j j

n k
m j P

n
−
−

− ++ − + ν +�

( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1, , 1
, ,..., 1 1 1 1 1, ,...,

1
, 1 , 1
, ,..., 1 1 1 1, ,...,

1

, ,...

1
... 1 1 ...

1
1 1 ...

1
... 1

N N

N N

k l k l
N N N j j j j j j

l
k l k l

N N N j j j j j j

l

N N j j

n k k
m j P m j P

n n

k k
m j P d P

n k

k
d P

n

− −
− −

+
− +

− +

+

− ++ − + ν + − + ν +

 − + − + ν + − µ +     
 − + − µ     

1 2

1 2

, 1 1,
, 1 1 1 1, ,...,

1,
, ,..., 1

...
1

... 0,
1

N N

N

l
k l k l

j j j j

l
k l

N N j j j

k
d P

k

k
d P

k

+ +
+ +

+
+

 + µ + + 

 + µ = + 

1 2 1 2 1 2

1 2

, , 1 , 1
, ,..., 1 1, ,..., 2 , 1,

1

, 1
, ,..., 1

...

0,

N NN

N

N
h M h h M h h M h

i m m m m m m m m m
i

h M h
N m m m

P P P

P

− − − − −
− −

=

− −
−

− µ + ν + ν +

+ ν =

∑

&)��
 ���� �

 ���� � �

i i
i

i

j j k
d

k j k

<
=  ≥

��������#��%4����"�!�!���.�%�������"�!�%4����
%!����*�����������

( )

1

1 2

1 2 1

0,0 ,
0,0,...,0 , ,..., 1,

1 0 0 0 0

... 1
N

N

k l jh M k k l k l R
k l
j j j k l R

k j j j

P P
−

+ −− + + −

− + −
= = = = =

+ =∑ ∑ ∑ ∑ ∑
�

#�(���*����#��)����0�����*���!���
1 2

,
, ,..., N

k l
j j jP ���/�')���*

!�!���.���!�!��*��*/�
1 2

,
, ,..., N

k l
j j ja <

( )
( )

( )

( )
( )

( )
1 2

1

2 2

N

1

, 1
, ,...,

1 0 10,
0,

.   .   .   .1
j 0,

1 ! !1
!

!

1 ! !1
!

!

i

N

i

i

N

N
ji
iNk l

i i i
i

k l i
j j j Nh M k

ji
iNk l

k ij m i i
i j m

i
m

k l n k l m

l k m jn j
P

k l n k l m

l k m jn j

+
=

=
−

+
= = ==

=
=

=

+ − +    ρ    −   

=
+ − +   

ρ    −   

∏
∏

∑ ∑ ∑ ∏
∏�




G����-�����#���(��)����0��!���1�7��#��)��*56��
���(.����!*��$6�������4�!����(�#��!������/�)*6�/!*���
�$!�%'������������4���)*/����(���!��������/���#�
� $+
6�������4�!����(�#��!������/�)*6�/!*����4���)*/����'+
����#��)����0���!#��0(%*�!����%#��!�0�!��-������./
����*���!��"�.


��
��!��)�55�)���%��4���)��B

��
�����322�+

-����.�θ
�
�����!����0�./�#����0�#���(��)����0��!���)�*

#��-�!!�������')�&����#�<

( )

1

1 2 1

1 2

,
, , ,..., ,

0 0 1 0

 
N

N

k l jk l k l R
k l

k l j j j k l R
j j j

P P
−

+ −+ + −

+ −
= = − =

= ⋅⋅⋅∑ ∑ ∑ �

,
1 1

h M k

cp k l
k l

l P l
−

= =

= ⋅∑ ∑ ��
0

1 cp i

i

i i

l

T

τ
θ = +

+ τ 


F�&)������!����0�%5�#���(��)����0��!�0�1�7���'+
�����"�����!#��0(%*��.��'����

cp
1

N
i

i i

m

=

∏ =
θ∑ 


G�)��$���� �#�!����� (�)�4�� �.$���� 322�������&�
���������1�7���!#��)�����./�!�!����%#�������*��&)�
#���(��)����0��!�0�� ���*)%� !�� !�����!�05� !�!���.�
�.!�%#��������&����."��������"��-�������4�!������$��.
1�7��#��)!����������:�;
�F���'��)���!*��-�������6��!+
���#��!����!�����#����(�-�����#���(�����4���)�'��#��
��$��0��������4�!���� ���#��������1�7�����4�!���
��(��'�./����$���-�"�!�!���.�$%)����&����.�
�	�*
��/�')���*�/��0�!���0��+��$%)0�#��������&��������*
#��)��!*�#��!������0�$��0��������4�!������4���#��!+
����&��#��!����!���
�G�3���%���#��!���!#�!�$���.4�!+
����*�-�����"�2%��-���(�)�4���#����(�-���#���$����+
���$��0����(��4����

G�������#�!����&�� �.��� ��&�������#�*��&�� �.+

4�!����*�#���(��)����0��!���1�7�8#�*��&���.4�!��+
��*9������*���!�����/�')���*�!�!���.�����!�/����!�!��+
*��*/���&%��$.�0�#��%4��.�����(%�0�����������*�!�!��+
�.�%�������"�)�*�!��-�������&����'����!�!���.���!+
!���&���$!�%'�����*
�G���3�����!#��0(%5�!*��(��!�+
�.������).�������*�!�!��������"�./���&�$���4�!��/
%�������"�87]��9

7��������0�."� �����(� ��$��.��(��!��./�����)��

������*�7]���!���&��������#�*��&���.4�!����*�#��+
�(��)����0��!���1�7�#�����)�����������2%��-����+
��������1�7�#����)�����:�;
�	�*������(��$.����.$���.
!��)%56��� ��4�.�� ���!!�4�!���� ����).� ������*
7]��<�����)���%!!�������)�JH+��(��'���"������)���+
���!�-��������)����6���*������)�#�!��)������0��&���!+
��54���*�#�������./����)���,��%!!�




��

����������)���$�����)������������

������4��������&�������#�*��&���.4�!����*�#���(��+
)����0��!���1�7��)�*���$��.����!!�4�!��/�����)������)�+
!����4���(���0�������#�������.�1�7������Z

��
�,�!��)�������+

�*��.#������*��)��"������).���#��-�!!���� *+&�� ��#��
τ
�
� ,�����*��$!�%'�����*� (�#��!��#��-�!!���� *+&����#��

L�,�#��������!�*(����!�����&��������#��#��*��
�	�*���$�+
�.�����)�������#���)�$��!*������-��(��4���"���322�-�+
������#������(��!��./���7]��
�
�')���%���������3��"�!�+
!���.�#��)!����*���!�$�"���(��!�0�����*���!�����/�')�+
��*�!�!���.����������������!�!��*����������*���!��"�#�+
��/�)��!�!���.���!�!�)����!�!��*��*
���(��'���4��.��
���������#���/�)��!�!���.��(�!�!��*��*�

1 2

,
, ,..., N

k l
j j ja <

�9�
1 2

1,
, ,..., 1,...,i N

k l
j j j ja +

+ �,�#�!�%#������."�(�#��!����#��-�!+
!����*+&����#���(�#��!���#�����������$!�%'���������4�+
��)������� 1,i N= 
�
�322�-�����#�������*���!�������&�

#���/�)��$%)���������
1

l

i i

k
d

k
  µ + 

=

�9�
1 2

, 1
, ,..., 1,...,i N

k l
j j j ja +

+ �,�#�!�%#������."�(�#��!����#��-�!+
!����*+&����#����!�����.�(��*�.��(�#��!���#����������4�+
��)0�� 1,i N= 
�
�322�-�����#�������*���!�������&��#�+

��/�)��$%)���������
1

1
1

l

i i

k
d

n

+ − − µ     
=

�9�
1 2

, 1
, ,..., 1,...,i N

k l
j j j ja −

− �,���%!����*/�!%6�!�������*��4���)�
�$��$�����(�#��!�*+&����#����)����(�(�#��!������4���)�
��#�����������$!�%'�������� 1,i N= 
�
�322�-�����#��
����*���!��� ����&�� #���/�)�� $%)��� �����

( )1i i i

k
m j

n
− + ν =

�9�
1 2

1,
, ,..., 1,...,i N

k l
j j j ja −

− �,��$��$�����(�#��!�*+&����#����4���)�
����� 1,i N= 
�
�322�-�����#�������*���!�������&��#���+

/�)��$%)���������
1

( 1)i i i

n k
m j

n

− +− + ν 


�)�!0�D�,�����4�!���������F
�
�,�����4�!����#��-�!!�+

����*+&����#���8�,�����4�!����(�#��!�������$!�%'�������
B�,�����4�!����(�#��!������4���)���4

�
�,�����4�!����(�#��+

!��� ��� #��-�!!���� *+&�� ��#���

0

i

i i

q

n
q

T
n

ν =
− τ

��
1

i

i

µ =
τ
�

��� �

��� �

i i
i

i

j j k
d

k j k

<
=  ≥
����%)���%��)��0��4����$6�������4�!�����!�/���(��'+

�./�!��%�-�"���������./���'�����/�)��0!*�!�!������$%+
)���(���!��0����0�������4�!������#���#��-�!!���������

�4�!���#��-�!!�������')�&����#�<� [ ]
1

1
N

i
i

S m
=

= +∏ 
�F����

�$��(����7]���$%)���!�)��'��0�N�%�������"�#��N�!��&�+
��./�����')�����
��
������%'��������-��S S× 

F������$��(����4��$.��-����0���%)�����!�0���$��.

���!!�4�!��/�����)���������*�7]�������$/�)����%4�+
�.���0��.4�!�����0�.��(�����.����&�����-�5������-.
(��4���"�3��/�!�!���

7����!�0���$��.�����)����#�*�%5�(���!������4�!��

�.4�!����"����������#����$%��!*�)�*�#��%4���*�����+
��*
�|��0�%5�4�!�0���!%�!�������!�/����2����4�!��/
�#���-�"�(�����5���#���-���)�����*�8������!9��%���+
'���*�8������!9����(��)���*���!��#��0�8�c`���!9������&�+
�������4�!�����#���-���8�`c���!9�����������*������#���+
-�����#��!��'���*����$%5��#������������!
�G�3���%

#���#�)!4����$.���$.���(%����%4��.���0����0���(��4�+
�.��)�"!���*����!�*(��!�4���)�*�#��%4���*��-�������%)�+
����!���%4��.����!0��$6�������4�!����)�"!���"�%���+
'���*��)�����*�����(��)���*���!��#��0

����!���!�0�����4�!�����.4�!����"�#�����$����%��+

(���./�����)��������(�����!��������-.�7]����!/�)+
��"�(�)�4�
�#��)!�������������!%���
�7#�����"������"
�����"�#���(����(���!���!�0���&�������#�*��&���.4�!+
����*�#���(��)����0��!���1�7����%)�����!�0�������&�
!� ��!������(�����!���%�������*� ��(��!����� ����"���
��&)����������4�!�����.4�!����"�����4�./�����)�/�����+
��*�7]���$��(����� 3n 
�F������$��(����%'��#�����(���+
��!���7]���������"�c`����&������#�*��&���.4�!����*
#���(��)����0��!���1�7����$%�����)�!*������(����0��
�.4�!����"��4������!!�4�!��������).


/��+"+��"���&�%+��"�����;�+"%�#+3������,���#�"�+�0G�'

����.��#����������� #�� �������%� #���(��)���!0
!�������������)����$.�����4��!�0�#��%4���./�����+
��"
���/�)���!!��)�����*�$.���%!�����������4���#����4+
��!�����&������#�*��&���.4�!����*�#���(��)����0��+
!���1�7�%!�%#�������!!�4�!��������)��
�
���4������4+
��!�0�*��*��!*���'��"��"�/��������!����"�����)����)+
�������)������!�%4���#��%4���.��(��4���*�����!#��0+
(%5�!*���#�*�%5
���)0���#���%5��4���)0���!�������+
!%5���������*���!�����/�')���*�1�7������!�!��*��*/�
��!��)�**�)������4���)�����322�-����.�����!����0�./
#����0�#���(��)����0��!���)�*�#��-�!!�������')�&�
��#�����!�����&������������!����0��*�#���(��)����0+
��!�0�!�!���.
�	���.��#����&�����%�#�*��&���.4�!+
����*�#���(��)����0��!���1�7�������)%���%!!���!%�+
����.�����$�������)���)�*�%�������"���(�./���(���+
��!��"���(��4���*�����!����0��"�#���(��)����0��!��
!�!���.��#��%4���.��#����(%�0��������$��.�����)���
#����)��.�����$��-�

��!����*����(��4����0�%5���(��-%�����4��!���#��%+

4���./�����*���!��"���/�')���*�!�!���.������!�!��*+
��*/������4���������!����0��"�#���(��)����0��!����#�+
�%4����"�!�#���605���&��������#�*��&���.4�!����*
#���(��)����0��!���1�7�����4�./�����)�������*��*��!*
(��4����0��"
�|�������&�����!�%4�����&)��������!�#��)+
!����*5������$!��5��.��(��4���*�����!����0��"�#���(+
��)����0��!���������#���'���������������������"�!��)�
(��4���"�)�*�)�%&�/�1�7����'���&������0��4�����&����+
�.�#�*��&���.4�!����*�#���(��)����0��!���1�7�)�5�
�#������)���������(��4���������!����0��"�#���(��)�+
���0��!��
�^�.���!��������#�����������(�)�4���#��+
��(�-���#���.$��%�322�������&�����������1�7�)�*��.+
4�!����*�(��4���"�-�����"�2%��-���#��)#�4�����0���

�

������

������

������

������

������

������

������

	�����

� �� �� �� 	�
��������	
�

�
�
�

�
�
�
�
�
	
�

	

�
�
�
�
�

�
�
�



������
��	��
��

�
�����������
�������

�
����������

�
���

����
�
�

�
������
������
�
�



��

��������	�
�����
��
�������������
����������������
����������������������������������������������

�!#��0(����0����������&������#�*��&���.4�!����*�#��+
�(��)����0��!���1�7

��(���6�*!0���(�)�4���#����(�-����#����)���2��+

���0�%5�(�#�!0�#�!�������"��#����(�-�����"���+
)���<

G
�
8D��F

�
�����F

�
�����F

�
��Z

��
��


��Z

��
��


���Z

��
9�→�PL��

7
�
8D��F

�
�����F

�
�����F

�
��Z

��
��


��Z

��
��


���Z

��
9�→�PSM


��)����"���)����#���*�.�!��)%56����$�(��4���*<
G

�
�,��������"��-�����#���(��)����0��!��=�7

�
�,������+

��"��-�����!�����!��
� !���0�.���$�(��4���*�!������+
!��%5�����)���.���.��

����4�!����#��������&��!��)!����������*�����"�(�+

)�4��$.���.$����&�����4�!��"���&�����
� )�����)�*���+
$��.�3��&����&����������$/�)����(���)������0���')��
����������$�����%5�!����%�����4��"�)���.�,�/����!�+
�%
�����'�����$/�)������$����0�!������������1�7�#��+
�(���0��"����2�&%��-����!�(�����������(��!��.���(��+
4���*���#����������1�7����/�����4�!����
�	�"!���+
���0��������4�!��������������1�7�������.����!!�����+
�������&���������&%�����(��0!*��������������.�������.�
����4�5�!*�����4�!�������#���#��-�!!��������(��4����
����4�!�������$�����)���./�:�;
�	�*�������*�3��"�#��+
$���.������.���(��$��������)�2�-�������."�&�����+
4�!��"� ��&������ !� #��������"�)����"�/����!��.�� �
��������$.�������(��������&����0�."��#�������#��+
-�����&��!���6�����*��#�(���*56�"�!���6����0�/��+
��!��.���(��"�)���.

	�*��-�����322�������!�����$��.�&�����4�!��&����+

&���������������5���"�'��(�)�4��$.��#�)��54�����&�+
������%�0��!�����������0��&��#��!��
�	�*�#��)!�����+
��*�������*�!��%��%���1�7����'����)�������!0���$�+
����%5�!����%�#��������"�)���.��)�����������"�(���+
!�����������4�!�������#��������1�7
�G�����')�����+
����(�#%!���!�%4�"�.���$��(����.$�����!0�����4�!���
���#��������1�7����(��4�����)�����$������"�!������
#�3���%���&�����������0��&��#��!�����')."���(���$�+
������������#�)#��!����!����������"
�����4�!������&�+
�����������0��&��#��!����!#��0(�������&������#���/�+
)��#��#�����%�%�%4����5
�
�')��������������������&�+
����4�!������&��������!���������!0�#��)�%���������+
*�<�#���(��)����0��!�����!�����!���!�!���.


��)����"���$����#��!��������*��!%6�!���*�!*���#��+
!����!����������"���6��!�05��"�
�������"�!��%�-�����'+
)."�(�#%!����&������������0��&��!#%!������$���������
�����%����`��.4�!����"�-�����"�2%��-��
����!���$���0
����4�!������4����%�0��!����������������(�����!���#��+
!����!����#��!����#���������)�-����4�!����!���4�56�"+
!*����������%��������%'���!)����0�������������``��.4�!+
����"�-�����"�2%��-���)�*� $�&��&��#��!������ �!�&�
#��!����!����������"
�������4�!��"�'����&��������/�+
)���������*�����%!�%#�56�����&�����%������0��&��!#%!+
�����!�.!���G�������������$%56���#���3������)�!*���
��(����0��&������4�!�����.4�!����"�-�����"�2%��-��


��)����"�!���0��#���(����#��������!�0���&������
#�*��&���.4�!����*�#���(��)����0��!���1�7����3��#�
#������������*
��#���.��#��)��'��.�&�����4�!��"���+
&����������&�������%�0��!�����������0��&��#��!����#�+
(���*56���#��%4��0�������*����#��!������#��!����+
!����#��������&���$����
���(��$�����.����/�)���!!��+
)�����*�#��&�����.��!�!���.�#�(���*5��#�����4�!��
#����!�05���������(������0�#��-�!!��.$����322�����+
��"�!��%��%�.����&�#��-�!!����"��.4�!�����0��"�!�+
!���.�#���(���0��"����2�&%��-���)�*�������*�(�)�4
%#�������*�������0���������������!#��)�����./�!�!+
�����$��$�������2����-�����)�%&�/�!��'�./�(�)�4���
�����.��#��)�*��*5�!*�#��.����.�����$�����*�#����+
)�'��!�����#���(��)����0��!����4���!��'�������#��*)��
!�����!�0���$���#����(��$���������/�!�!����!��(��!*���
#��*)��


���������	�
��
��������


�
�F��!������
��
�1�)����2%��-����������*�������+
).��#����(�-���!��%��%�.����&�#��-�!!���./��.4�!+
�����0�./�!�!����A��
��
�F��!����=�7�$
�5��)
���+��1��+
�����%��
�)�����!
�v�)���-��
�
��!��*�!����``�

�
�v������(�-�*�(�)�4��.$����322�������&������+

�������!#��)�����./�!�!����%#�������*�A�7
��
��2�����
^
��
�G��2�������
�7
�7����������
��
�F��!����AA���!��

7�$
�&�!
��3����!��4
�%�+���A�#�)���)
�#��2
��
�G
�|��*��+
���=�7�$
�&�!
��3����!��4
�%�+�
��.#
��
�
��!��*�!����``�

7
���,��


�������
�����

�0��
����
����
���������

�0��
���������1�	���
2���������������������

��
�������������
2���������������������

�������1�	���

* )!)'/�+)'
.!3(*�-*
4�3

'!333�+ '!333�3(

', )!).-�*'3
*!3,*�'(
4�.

/!3-.�+ /!3-(�*+

,) )!).3�,,3
+!'+*�/.
4�.

(!3-/�'. (!3-)�*/

/, )!).3�--,
*!'-)�*'
4�.

-!3.+�*( -!3.'�/3

*) )!)-)�(./
+!)-+�-,
4�.

')!3.'�' ')!3+,�'

*- )!)-'�,+*
'!)/.�.,
4�+

',!3+(�/ ',!3(-�'

(, )!)-�'+'
-!,'3�)(
4�.

'/!3+,�' '/!3(+�.

(+ )!)-'�3(+
,!''/�*+
4�+

'*!3(-�3 '*!3(,�,

+) )!)-,�/),
*!.--�*/
4�.

'(!3((�( '(!3*,



��

����������)���$�����)������������

�
�G��2������̂ 
��
�7��������0�."������(�322�����+
��!�������)���������*�7]���#�����)�����������2%�+
�-����������*�1�7�<�)�!
�����&�!������/���������/��+

��&���A�̂ 
��
�G��2�����=�7�$
�&�!
��3����!��4
�%�+�
�
��!+
��*�!����``�


?
�a
�siSPOk��@
�w
�DLMiSjOk

!(�	)�!(�"	"�1�$�/)�&!	���	!(�	 !�%�!%��	�(�#��
��	(#'($*	/���$$�$	��)/%!#&'	 * !�) 

ZI>�G=<HB>F�<A�>AA>0:*E>�E2=*2D:�0I<*0>�<A�I*6IBJ�G2=2BB>B�0<FGC:*D6�?J?:>F�*?�6*E>D�*D�:I>�A<=F�<A�2D�<G:*F*M2:*<D

G=<HB>F��.=<G>=:*>?�<A�:I>�<G:*F*M2:*<D�G=<HB>F�2=>�@*?0C??>@��ZI>�2B6<=*:IF�<A�G>=A<=F2D0>�@*=>0:�>E2BC2:*<D�*?�@*?0C??>@�

ZI*?�G>=A<=F2D0>�*?�0<FG2=>@�-*:I�:=2@*:*<D2B�F>:I<@?�<A�B*D>2=�>LC2:*<D?�?J?:>F?�?<BE*D6�



��

��������	�
�����
��
�������������
����������������
����������������������������������������������

�	
����
�c

�
��
��%�����1
��
��%����

��7���4������.	��������	��+����
��
�����������	�����	�
���������

d���#����������� '���#���� ����$���� �������"�������������������� �%�����
��� 
��������������&

��
���#
���������� '��
����� �%�����
��� 
�������� ���������������%������#$���������������%���

G�����(��$�������)���"�!��'�./�!�!����4�!�����(+
����5��(�)�4���#����(�-�����$��)�56���!��)%56���
!��"!�����<����&�3�!������0��!�05����&������4�!���
(�)������-����./�2%��-�"��!��'��"����2�&%��-��"�)�+
#%!����"��$��!��������4������!���0��/���#���#������+
�./����!��-�������!�05�-�����"�2%��-��
�G��4������+
!��-�������!��������!*���!#�-�2�������%'�56�&�������
��!�#��.�������%����*���(����*���%�������/������!�%!+
��'�������2%��-�����0��"��!��%��%���"���)�%&�/�!�+
!����*56�/���/��4�!��/�!�!�������(����!�*(�"���')%
���������'������"�#���������!��4�6���!���4�5�!*�(�+
)�4����������./�#��/�)��!*�%4��.���0�3�%��!�$����!�0

^!!��)�����*�!�#���605���������4�!��/���)���"

(�4�!�%5�*��*5�!*��)��!���������(��'�.��!#�!�$��
�(%4���*�!��'�./�!�!������������*���'��"��/�#�����+
4�!��/�(�)�4�%#�������*
�K���(�)�4���4��0���%)������
����(��'��������0�!�#���605��$.4�./��#����(�-�+
���./�����)����4���#����)��������$/�)���!�����(��$�+
�.���0���#�����*�0�!#�-����(�������.������).�����+
��*�!��'�./��#����(�-����./�(�)�4�:�;
�
�����������+
)������4�!���!��������!*�!*�3���5-����.��8K�9���&���+
��4�!������&�����.�8��9�������.��%'��)���(����!��5
����%�����!#�!�$��!�0�#��������������&�/�(�)�4�#�+
�!������#����(�-�����!�$�������#�����4�!��/�#����'�+
��*/��&)����������4�!������)�������5��!��'�%5�!��%�+
�%�%����!#��0(�������!���)����./�����)������"���(��+
�%)�����:�=��;
�F������������#����������K�����#�������
*��*��!*���#��!��"�#��$����"
�K���)���������%��0�.��
�!!��)�����*�#���.*�����5�!#�-���0�./�!��"!����(��!+
��./�K���)���56�/��/�$�����#����������0�.���)�*���+
����*��������./����!!���(�)�4������(��$�����#�)/�)���
��������(��%56�/��.$���322�������&��3���5-�����+
&����&���������/�)��������*�#�����4�!��/�(�)�4

��3���������������)�����(����$�����#��!#������./

#�)/�)���*��*��!*���3���5-����."���&������8
�9�:�;�
�����."���)����%���3���5-�5���!���0��/�#�#%�*-�"�
��')�*��(������./��#����(��%���(�)���%5�2%��-�5��

�$��)����!���"�!�����&��"��#����(�-��
�F������$��(���
#�#%�*-����$��5�!*��(����!%�!�������."�����4�������+
$��.���&�������#�����!#��)��*��!*���#��0(%�$�����32+
2�������"��(���/
�̂ (����������(��������!%�!���#���!+
/�)���#%����!����6���*���')�"�#���&�����"�#�#%�*+
-�������)�!��&��"��������0��&��&�������������&����(+
�����������."������'���$.�0�%���0����8�!�-���0��*
�����4���9������������."��#��)�����."�(�������#��-���
��%����4���*�#�$�)����"�#�#%�*-������4�!����������
!%����#����0�#���&�����/
�F������$��(�����$6���4�!+
�����)���)����!����!*����(����.�
���������&�����.
#��)��'�5��!��5���$��%�!�#�#%�*-�*���%'���(�����+
�./���(��������������.���/�)*�����0����%4������)���).
�(�#��).)%6�/�#�#%�*-�"
�G��-�!!�#��)��'���!*�)����/
#����#������$������.#�����!*��������"��!����������$�
������4��!*���!%�!���.)�����."������������(�)�4��:�;

^!#��0(�������&�����4�!��/���&������������!��-��+

����./�(�)�4�/���'��!*��#������$�!������.�<�#�!���+
���.�������)�����������#��-�!!����(����*�#�#%�*-��
��)���)���#�������&���!�#��-�!!����#���!/�)*6����
#����)���&�����4�!������&�����.�#��!#�!�$���.�����+
$������%!����*/�#�!��*�������*56�"!*�������"�!��).

G��� 3���� !���)����."� &�����4�!��"� ��&��������'��
��!��'����0�)��"2�3�!����%�����#��!����!����#��!��

������$�����������!�.�!��%�-������&)��#�����6����
3�!����%���#���!/�)���4���(��#��)�����.��#����'%�+
����������������(��4����0������!!��*���

	�*�������*�3��"�(�)�4���!!��)��������#�����*5�

��(��4�.��#�)/�).
�7�&��!������������!#��!��������"
���!!�2���-����#�����*��.��������*�)����"�#��$��+
�.���'�������!�����!��)%56������!!��<���/���(�.�#�+
�*���8*���"�����*���"9�����/���(�.�#�))��'���*���(��+
�$��(�*
�F������$��(����#%�������$���������*���(��4+
�./���#���!����-�����!/���2����������*�����&��#�����+
��*���'���$.�0�#��%4����$��0��������4�!������)���)%+
��0�./���&��������������*���!��-������./�(�)�4��#��+
��(�-��
�����$�
���#����)��.����(���(��'�./���&�������


�������
�

�	�������������	 �������!�����"
������
������������
����
����������������
	
�����������

3"2����� 4��	��"�*+�� �����	5������!����	

��!�2�	��*�"����

6���*���	����*� 
�����#�	 7���	�����+����������

� 3 �������2 8����	�	!���������� 9"���"-��
 :!���	�����-

� ;��!���	�����-

� 9����� ��+������	�����

) 4 ������� '"���#� <�*�"-��
 :!���	�����-

� ;��!���	�����-

& 9����� ��+������	�����

$ =����*��� �" 7�
���	����#�� ;�������"����
 :!���	�����-

% ;��!���	�����-

1 9����� ��+������	�����



�c

����������)���$�����)������������

F�!������������&��������#����)���!0����!���)���+
�������'�!������!���./�2%��-�"���!#��0(%��./�����+
����"�#��������)�*���!��������*���&����������!��-��+
�����"��#����(�-��
�7��)����/����������$.����.$��+
�.�)��<
,����$�����4�!����!#��0(%���*���!����*�(�)�4��,�!�+

��"!����)�����4�!��/�2%��-�"� !����
�v%��-�*�(�)�+
��!*� �� !��)%56��� ��)�<� 200 ( ( ))

1( , ) 1 x c tq x t e− × −= − �� &)�
08:9�R�̀ �`�8::�A��`;9��#���]� �:��```=���```;=
,�2%��-�*�F��*���!��&�,1�/�����4�<� ( ) ( )kG x f x=� �

�
�!��� kx D∈� 
�	����*�2%��-�*�,�#�����)��0��*�!���!���+
�����.��4�!���������0�./������%���
� !�����*��)�*
#���&�����-���-�����"�2%��-���������<���#��!����!���
#��!��� (�)���&�#���%$�������."��#��)�����������(��+

�����*��$��!�0�#��!����&��#��!����!���<�
1

[0;1)
n

i

D
=

= ∏ �

&)��D�,���(�����!�0�#��!����!���
�G����')�"��(�����)�+
������(�������*��$��!�0�)����!*����-�����./�����������
�������$��(����4����!*���(�������*��$��!�0���($�����!*
���-��&�#���%$����������')����(������./��#��)������%��

��)��0��*�2%��-�*�
1

( ) ( )( )
n

v v i i i i
i

f x a r x x q
=

= − −∏ ��&)��L
��
�

=
�
�,�!������!���������'�**������/�**�&����-.����%6�&�
&�#���%$����#��*+"����#�������#��!����&��#��!����!���=

va �,���322�-������.!��.�3�!����%�����-���������%6�+
&�� &�#���%$���
�v%��-�*�F��*���!��&�,1�/�����4�
��!!��������#��� !��)%56�"���(�����!���#��!����&�
#��!����!���<���������c

	�*�!�������*���&���������!#��0(�����!0�!��)%5+

6���#���(�����<�����!����'�,�#��-����%!#���./�(�+
#%!������&���������������./�&��$��0�."��#���%����"+
)��������$6�&��4�!���(�#%!������&������=������������ �
�����%�"���� ��$�!������ ����������!�#��� 
����&

���� 8�������'9�,������������-�������������"���")��
&��$��0�."��#���%���%!��)����."�#��4�!�%�%!#���./
(�#%!������&������
�������%4��&�����)��'���$.�0����+
$��0��*���)�'��!�0����#�������./�#���(����*/���)�'��+
!���,����$��0��*�!����!�0�8������0��������4�!�����.+
4�!����"�)���$���%'���*�3�!����%��9


��(%�0���.��!!��)�����*�322�������!�����)���)%��0+
�./���&��������#���(�����4������������!�%4����!!��)���+
��*���)���)%��0�./���&��������)�*�!��-�������"��#��+
��(�-�������0(*��)��(��4��� &������0���#����!/�)!���
�#��)������&����&������
����#��$��0���!��%��%4��/
��(%�0����������')�"�&�%##����&����������'����.*���0
���$�����322������."���&������8����$�
���3�����&�����.
��������9���#�����'������0��!���0�.����&�����.���#��*)+
���%$.����*�#���(����*���)�'��!��
�G���3����%!�������+
����4���#��!���#���(�#%!�� !���)�����&�� &�����4�!��&�
��&�������!��0���%!�%#������&��������)�*���!��-�����+
��"��#����(�-���������0���#����)�'��!�����/�')���*
������*�8�%4��"���(%�0����#���(�#%!���,��`������(%�0��+
�.�!#�-����(�������./���&��������,�����``��9������
#�����4�!�����)�����(��#�����������./�)������#���%�

�!����&�����$6�*�!/������3���5-�����&����&������

��!��-�������"��#����(�-����!��5�!*�$�(��(������"�
�)��������!�����&��������)�*�!��-������./�(�)�4��#��+
��(�-�����!�!������3���5-�����&����&����������54�5�+
!*���&�����.����(��$�����.��)�*�(�)�4���!��-�������"
�#����(�-��
�̂ !!��)�������322�������!�����3���5-�+
����&����&�������$.���#����)�����������'�����'�!���
��!���./�2%��-�"��4���#��)��&���!0�)�*��!!��)�����*
��)���)%��0�./���&����������!��-�������"��#����(�+
-��
�����4�!��������������!�������*�$.����(*�.���������
��)�'��!��������������./�)������#���%��8��$�
��9

7��������0�."������(�322�������!�����3���5-���+

��&����&�����������)���)%��0�./�&�����4�!��/���&����+
����)�*�(�)�4���!��-�������"��#����(�-���#���(����4��
��/���(���)�#��-���!�����&���#��!�����!������."�����+
3���5-����."���&�������#�(���*���)�����%���&�����%
#���(.���0�$��0�%5���)�'��!�0�#��!�������5�!��$.4+
�.���#�)/�)������������5���!��-������./�(�)�4�#���+
��4�!�������!������'�!������!���./�2%��-�"


^�����#����)���.���!!��)�����*�322�������!�����+
3���5-�����&����&�������)�*�������*���!��-������./
(�)�4��#����(�-���#���(�����4�����/���(���)�#��-��
!�����&���#��!�����!������."�����3���5-����."���&�+

�������
�

�
��	�������������
	��� �����	������

#��������$��	%������ ���	 ������

����
���
��	��� �� 
�
���
��� ���	 ��������
&
�����
���������������
��������������

)����*����+
9���4%����
�+#$�;�"%���=<+���4�,#���#+$H
5��I���J�&��4+#�2+$�� �����"�"����&�.��%=2+�##� ���% ��+���

�&%=��%+"�������% ��+������"#�<�##;��#�$�#�3�
��$��=�+��4%���=<+�� %�4�%�#;��+�%�&�%�#;��:���&�����+�
�+"&������

�% ��+������"#�<�##;��$�#�3�
��$��=�+��4%���=<+�� %�4�%�#;��+�#�+,��"�#;��:���&�����+�
�+"&���+���+#��% ��+�����"#�*

<�##;3� +
������2+�##�3�":���3�"�%�&�%�#;��:���&������
�+"&�K�5��I���J�&��4+#�2+$�� �����"�"����&�.��%=2+�##� �

�% ��+�����&%=��%+"����+#�%��L+3��% ��+�����"#�<�##;3�#�$�#�3�
��$��=����+#�%��L+3��% ��+�����"#�<�##;3�$�#�3


��$��=��+���+#�%��L+3��% ��+�����"#�<�##;3� +
������2+�##�3�":���3�E4�,�������:���&�����
�+"&�FK�5��I���J�&��4+#�2+$�

 ����;4����% ��+�������"�"����&�.��%=2+�##� ���% ��+����
��+,���+%"$�"%���3#��E#�,��+"+������:���&�����
�+"&��+���:�#+,*

���������#�"��2+�#��#�"�+FK����J�"��#����#;3� �#��+��"&+3��% ��+����%$���L�#+$�#�"��2+�#��#;:�,������
�+�+,�2++��$�%$=*

<+3"$�%��L+��"���+�+#�+�+���%�#;:��% ��+������&����;��
���%�-�#;��%$��&%=��#+$���"�"����&�.��%=2+�##� ���% ��+����

5���#�����!�6 $
������ 5���#�����!�6 $
������ 5���#�����!�6 $
������ 5���#�����!�6 $
������

�7�8�' 3( - 3( + 3) '' 3) '/

�7�8�, -) - .( 3 () '( /) '+

�7�8�/ *) ', *) '/ /) '/ /) '-

17 *) '. *) '3 ,- ,/ ', ,*

5�����


��������� � �9�'-� �9�+� �9�,

�	�
��
�:��
����
���;<�"��������	�
��
��������=�9�',



��

��������	�
�����
��
�������������
����������������
����������������������������������������������

������#�(���*�����%�#���(.���0�������0���$��0�%5���+
)�'��!�0�#��!�������5�!��$.4�.���#�)/�)����������+
��5���!��-������./�(�)�4���������)�����(��%����4��0
!����!�0�#��!����#�����0��&��������*��4����������!�+
$%5���'��!�0���%!����*/�#�!��*�������*56�"!*�����+
��"�!��).�!�!���.


���������	�
��
��������


�
�7����������
�7
�1���)��$�$6����&���)�#�����&�
#��!���)�*�!����(��!�!����%#�������*�!��'�.����$���+
�����A��
�7
�7����������
��
�]�$�)��
�1
�<�1��!+#��!!���``�


�
�EOjjLMN�� t
�E
�wNLYVLVSOM� SM�aLVQfLj� LMN�wfVSiSWSLj
?qUVTPU�A�t
�E
�EOjjLMN
�CLPRfSN[T��ow�<�o@B�DfTUU������

�
� lOjNRTf[�� h
� s
� lTMTVSW� wj[OfSV\PU� SM� ?TLfW\�

>YVSPSmLVSOM�� LMN�oLW\SMT� JTLfMSM[� A�h
� s
�COjNRTf[

ITLNSM[��oLUULW\QUTVVU�<�wNNSUOM+ZTUjTq����c�

�
�����0*������1
��
�K���5-����.����&�����.�)�*

���&����������0��"������&�3�!������0��"��#����(�+
-���A�1
��
�����0*�����AA���!��
��^^�!�!����%#�
������+
�./�#��-�!!�������/����&�"�A��^^�!�!����%#�
�������./
#��-�!!��� �� ��/����&�"
��.#
� ��
�
��!��*�!��� �``�

7
����,��c


r
�l
�{\QgOk��o
�a
�{\QgOkL

8��1�$%!#�&��*	�$'��#!()	���	&�& !�!#�&��*
�/!#)#9�!#�&	/��6#�) 	 �#1#&'

ZI>�-<=8� *?�@>E<:>@� :<�@>?0=*G:*<D�<A� :I>� B2?:� =>?CB:?� *D� :I>� A*>B@�<A� *DE>?:*62:*<D�<A� 8<>E<BC:*<D2=J�2B6<=*:IF� A<=

D<D?:2:*<D2=J� <G:*F*M2:*<D� G=<HB>F?�



�`

����������)���$�����)������������

�	
����
�=���c
���

�
��
���/������̂ 
��
��������

��
� /�����

��������
���	��������
��������	�2����
����
����	
�������

��������������������$������������� �
���� ����
���!������������
������$�����e������ ���)�����������&

������
�����
���� ����� �������!������������������$������� �
���������������� ����
������
�
������!��&

����� ����������� '������
�
���(�������������������)�����
�������
��������� ������$���������"���������
�

�������������������������'���� �
�f" ����������
�������������"��������� ������!����(�������)����������&

�����������������#"�����$�����$�����
�����
���������,�������� �
�%��������������������������� �)��������&

%��������#$��������������������������
�������
����������
����
�����
���� �)�������� ���#"��!����������&

��"�����$�����!���������������'���������������������������������������

��$�����*)��3��������/��4�!��/�%!���"!����������+
/���������3����!��4�!��"�����!����!�����������!#��0(�+
������)�*����!��%�������*�3��/�!��'�./�#��$���������+
���./�������"�./�!��"!�����(��4�./����)����)�./�!��%�+
�%�
�7��"!�������)����)�./�!��%��%���#��)��*5�!*����
!�$!�����.���/��������!��������������������������(���+
�.���#��������������������&���$��(-�
�F�#�4�.��#��+
����������&��!���������*�!��"!���*��*5�!*�!���!�.�
��������.��!��"!���������./�������&����#��)��*5�!*
%!����*������&����-����()����!�������
��
��/�&����4�.��
%!����*��
�^���������3��/�&����4�./�%!����"�������+
&�����(���!*����(����.����4�!����.��322���.

 )�����(��(��!��./���4�!����!#��0(%��./���(���+

�./�322������*��*��!*�K"���������%!��"4���!�0�#��
�(&�$��!���'�*�����4��"�)���.�#�)�)�"!������#��)��0+
��"�!��.
�	�*�����4��.�3��"�!��.���/�)��!*�!#�����!�$+
!�����./�(��4���"����')��%��(������./�!������!��%��
!��*��!���������*�2�����!���'�*
�	��&�������*�!#�!�+
$.�)�!��'���*�2�����!��������*��!������!��%56�/����+
���%���#�!��)%56��%�!�$!�������%�(��4���5�!#���+
���� ��� $.��� �(��!��.
��� �!����#���&�56�"� ��$���
1
��
�]������0�������
��
�^����!��&��:�;�$.���#���(�+
����4���)�!��'�����2�����!��������*�!���'�*��!������+
!��%56�/������"���!��)%56�����)������(��'���#%���
�(�.���&���)�����4�!��&����&�%'���*
�G���."�#���&
$.����(��������!����4�!����#���&���#������%!��"4�+
��!������#���&���!��)%56���(��#���.��,�)�����4�!����
#���&����#������%!��"4���!��

����$����:�;�$.���#���(�����4���(�)�4����#�����&��4�+

�����������&��2������&�����&��!��*�!�����&��4����!+
�05��(����#�����"�����)��"�#����/��!�����!��$�)��"���
)�%&�"�#�)�)�"!��������&�����&��#��*�������&�4������!+
!�4�!��"�K"������"�(�)�4���$��(&�$�������&��!���'�*

F������$��(����$.���#���(�����4���#����*�%!��"4���!��
#�������������()�"!�����/����������������0���)�*�%#�%+
&�/�!�!����������!�!����)�*�$�����������&����%&�

	'�(�2!����!��"�#���/�)�*��*��!*�!���!��"�!��%�+

�%��"��/��������!�����������"��#�!.��5�!*�%�������*+
���������&�4�.���%�������*��)�*��������./�%#�%&�/��
��&����./� !�!���
�G�3���%�#�#.����!*� ��!!������0
#��-�!!.���)�������)'�(�2!����!����#���/�)���������+
��&�5�%!��"4���!���K"�������!���'�*�#���#��)��0���
��()�"!�����!'���56�"�!��.

����������$����:�;�$.���#���(�����4���3������)���+

�����#���*'����&��)'�(�2!����!��&�����������)�*���(+
��!���2�(�ϕ�������./�2%��-�"�!���/#����)��������$��+

(%56�/�����������#�!.����!*�)�22����-���0�.��%���+
���������4�!��./�#���(��)�./����������#�����!%�!����
)�!!�#������&��4�������������)

2

, 2 2 2

1 1
sinx y

Jc t

∂ ϕ∆ϕ − = ϕ
∂ λ

������������������������8�9

&)�� c _#0#8�#A#�#π#O#@9�$��,�!����!�0���!#��!�������*��)��0
#����/��!��� �%����0��&��#���/�)�� 3��������&����./
����=�λ

�

#_#8� #A#�#µ
�

#>#@#g
�
9�$��,�)'�(�2!����!��*�&�%$����#��+

���������*���
��
���������$��!���#�����*����������������+
����"�#������5��)'�(�2!����!��������
��)�!0�g

�
�,�)'�+

(�2!����!��"������4�!��"������	�,�����!�0�����������#��+
/�)*6�*!*�����)���-%�#��6�)���@�,����6�����$��!������+
��������������%5�#�����������&�������#���

G���3����#�����!�0������g��#������56�&��4���(�#�+

��/�)���#��)��*��!*�%����������:�;

g�_�g
��
USM�ϕ
�������������������������������������8�9

��!��5��4���)0���&�����&��#����#���/�)��!�*(����!
��(��!�05�2�(��.��'������:�;

[ ]ed
H n

h

π∇ϕ = × 
�������������������������������8�9

��!��-���������!�%4������&)����(��!�0�2�(�ϕ����(���+
!��������������:��%���������8�9�#���/�)�����%��������
������"��&����*�����

, 2

1
sinx y

J

∆ϕ = ϕ
λ


���������������������������������8�9

�������� )����&�� ������"��&�� %�������*� /�����
�(��!���������!�%4����#��)�����./�&����4�./�%!����"
#����)�����#�*�����5�!#������!�$!�����./�(��4���"��4��
$.���#���(����

�7
� %3������	
�	'
�7����#����:�;
� )+
�������")���."�����!#�����������"�$.��!�*(���!�%!��+
�����#����)�4��!�����#��%4���&�������4�!�����������+
��������������!�0�&�%$��.�#�����������*�λ

�
�����(����

#���/�)��7���#�!.�������!�����������

7#_#�D#λ
�
h8#i#88#�9���������������������������������8�9

&)��i�,�#���."�3���#��4�!��"�����&����#����&����)��!
��)%����8

���!���!�����#���#����)����������&�����')%���&+

�����"���%#�%&�"�!�!����"�$.���#���(�����4���#��%4�+
��."�������/�(�)�4�/�!#�����!�$!�����./�(��4���"��#��+
)��*���#�!��)������0��!�0�#���&���#������%!��"4���!+
���!�!���.��#��������./����%����!*�!�������*�!�!��*+
��*�!�!���.�:�;
�G���3����(��4�����)�*�#����&��#���&�
#������%!��"4���!����!�*(����&��!��!#������.�����%+
�������!�������������������!���&�����$��'���*�����+
$����̂ 
� 
�
%�����:�;




��

��������	�
�����
��
�������������
����������������
����������������������������������������������

��!�*(��!��.���(��'���.����(����������$/�)���!�0
$�����#�)��$��&���(%4���*�������"�%�������*�8�9
�	�*
3��&����!!�������)'�(�2!����!��"���������#��!��"��"
&���������8��!
��9


1+"�M���8�#����#;3��-�,�!"�#��"&+3�
���:��

"�"+�����+�#�3�%+#�3#�3� ������+�3�N(O

��!#��)���������(��!���2�(�������./�2%��-�"�!���/+
#����)��������$��(%56�/����������)��0�#���/�)����#�+
!.����!*�%���������

2

1
sin

J

d

dx

ϕ = ϕ
λ

�����������������������������������8�9

!�&����4�.���%!����*���:�;

0 0 0

,e e

x x L

H Hd d

dx H L dx H L= =

ϕ ϕ   = =      
���������������8�9

&)��K
�

#7#_#v
�

#A#�π@��()�!0�v
��
,���������&�����&��#������

@�,����6�����$��!��������������������%5�#�����������&+
�������#���
�	�*�%)�$!�������)����$�(��4����

λ
�

#��_�V
�

#A#g
�
����������������������������������������8c9

&)��V
�

#_#v
�

#A#7
�
�,��������0�."�����:�;��!�()�56�"���#���+

/�)��!���)%������!�05�7
�
�_��πµ

�
@���������&�����&��#�+

�����v
�

�F�&)������4����K

�
7�!�*(����!���)%������!�05

!������������K
�

#7#_#v
�

#µ
�

#A#7
�

#_#V
�

#µ
�



����������8�9�������.�%'������4�����.����,�3���%���+
������������"��&����*��������$6�����������������&�
(�#�!.����!*�!�#���605�3���#��4�!��/�2%��-�"����$�
��3���#��4�!��/�����&������!���)%����8�������."��#��)�+
�*��!*�#�����!�05�������#������56�&��4���(�#���/�)�:�;<

ϕ #_#π#�#�#2F#:]#A#8λ
�

#�#;
��
�#8;��������������������������8�9

&)��;
��
�,����!����������&��������*�

;
��
�_�;�:LfWUSM�88��� ( )2

01 2J ek H H L− λ 9��8;�����8�`9

()�!0�;�,�3���#��4�!��"�����&����#����&����)�


���$.���#���(��������$����:�;��!�%4�5���&)��8#�#��

!������!��%���!��%�-�*����&)������������&�������#���
$��0���!�$!������&����&�����&��#��*�#���/�)�
�7���+
���!���������&)������������&�������#�������0���!�$+
!������&����&�����&��#��*����)%�0�8#�#�
�7)�����(����%
8��#R#8
�� #��%4��

ϕ _#π#�#�#LfWUSM#�8
#UM#:]#A#λ
�

#�#;
��
��8
;���������������8��9

&)��;
��
�_�;�:LfWWOU8λ

��
K
��
A��8�#K

�#
79��8
;�,����!����������&+

��������*

G�!���0�%������$.���!��(�����.����#��%4��������:�;

��������$.���!�*(����!�%!�������#����)�4��!�����#�+
�%4����&�������4�!�����������������.���'�����!!���+
���0�#��-�!!.���)�������)'�(�2!����!����#���/�)�����
K"�����%���%!��"4���!�0�#�����()�"!��������#���/�)
������&����&�����&��#��*

G�������&���!�K"������"�!���"�)�*�%#�%&�&��!���'�*

�
�

#_#8π�A��9#�#XV#A#7#������)��������4�!����(��4�����#�����!+
���������!������!��%56���#�����%�!����4�!���%�#���&%<

g
�
�_��π��V

�
�A�7������������������������������������8��9

&)��7�,�#��)��0�."���(�����)�������&��#���/�)�
�7���+
���!�������#�����������4�!����(��4�������&�����&��#��*

K
�
�_��π�K

�

��������������������������������������8��9

�����(��.��'���*�8��9�#���(.������4���#���������+
��4�!����(��4�����#�����!��������g

��
�!�0�����*��������0+

��*�#�����!�0������V
�
�������."�)��'���#�������0�4���(

#���/�)��4��$.�#����&��!������!��%56�/�&�������4�!+
��/���(����/�:�;���������(������������&�����&��#�����
v

�
���
��
�����*�#�����!�0�������#���������"�#���!/�)�#���+

/�)����(���"!�����!��&��!�!��*��*���!�������������3���
#���/�)�#������5�������.���&�����&��#����������%��*
!�������5� !�!���.
������&�4��� �� %#�%&��� !���'��
�!/�)��"�*��*��!*��)����)��*������!���������*�2�����
��#����*�%!��"4���!���!�!�������#�*��������#��)����+
��"���).��!��������*
������%)���(������0��4���#���+
��!�0������V

�
�!������!��%���'�!���!���%#�%&�&��!���'�*

,�#���(��)���5���)%�*���&��X���������������-���V
!�4���*�!���'�*


�������4���!0��������������������/�&����4�./�(�+

)�4�#����)�����#�*�����5�!#������!�$!�����./�����+
��"
��4��.��*����)�����������#������(��4����������+
4�!��"�#�����!��������8��9����.��'�����)�*���&�����&�
#��*�8��9��#��%4���!#�����!�$!�����./�(��4���"�)�*�!�%+
4�������&)����&�������#����$��0����������0���!�$!����+
��&����&�����&��#��*
�7�3��"�-��05���!!�������)���!�%+
4�*<�!�$!��������#����#���/�)��$��0���������&����&+
�����&��#��*=�!�$!��������#����#���/�)�����0�������+
��&����&�����&��#��*

��!�%4�����&)��!�$!��������#����#���/�)��$��0��

������&����&�����&��#��*����!#��)���������(��!���2�(
�)��0�#���/�)���#��)��*��!*��.��'������ 8��9
�F�&)��
�!#��0(%*�&����4�.��%!����*�8�9���%4��.��*�#����)�4+
��!�0�3���#��4�!��/�2%��-�"����")��

2*

0

4 ( )J mK k

I L

 
=  

 
��F�_��������
�������������������8��9

G�����**�2���%�%�8��9��#��%4����.��'�����)�*��#+
��)�����*�(���!���!���8
����#�����!��������g<

( ) ( ) 22( ) *
1 2mJ J mK k = π   
�������������������8��9

 �!5)������4����#���&���#������%!��"4���!���)�*
8
�_�`

( ) 2
1

m
thJ m J= ��F�_��������
�����������������������8��9

G�!���0�%�������"�!���"�*��*��!*���&�������#����
�.��'�����)�*��#��)�����*�(���!���!���8
����������&�
��&�����&��#��*�$%)�������0���)

( )( ) *
1

2mH H mK k=
π 
��������������������������8��9

7������!�������)�*�#���&��./�(��4���"�#��*
( )

1
m

thH mH= ��F�_��������������������������������8�c9
��!5)����'���!)����0��.��)��4���)�*�)'�(�2!����!��&�
#���/�)����%!��"4���!�0�!�!�������#�*�������!��)%5+
6�&�����������&�����&��#�����

F�#��0��(��*�(���!���!�0�8��9���)%�*�8�����#�����!��

�����g����")����.��'�����)�*�#��!����!������&����!+
#��)�����*�#�����!���������)��0�#���/�)���%4��.��5+
6���#���&��."�/��������#���)���*�#�����!��� ������
��&�����&��#��*���#���/�)�<

����������������������������������������������������
����������������������������������������������������

���

���

���
�



��

����������)���$�����)������������

( ) ( ) ( )

( )

2
2

* * * *
1 11

* *
11

2
2 sn 4 ,

dn 4 ,

x
J x mK k k J mK k F k

L

x
mK k F k

L

    = − + ×    π   
 × +  

7������!�������)�*���&�����&��#��*�����!�����2��+
�%��8��9���8�9�#��%4���#��!����!�����%5�(���!���!�0
��!#��)�����*�#��*��)��0�#���/�)�<

( ) ( ) ( )* * * *
0 114 cn 4 ,

x
H x mK k k H mK k F k

L
 = +  


�8�`9

��!�%4�����&)��!�$!��������#����#���/�)�����0��
������&��#��*���&�����&��#��*���#��!����!����������!+
#��)���������(��!���2�(��#��)��*��!*��.��'������8�9��
&����4�.���%!����*���8�9�������&�4�����")��

( ) 2

0

2mkK kJ

I L

 
=  

 
��F�_��������
������������������8��9

^!#��0(%*�#�����������4�!����(��4�����#�����!��
�����8��9��#��%4���%���������)�*��#��)�����*�(���!�+
��!�����)%�*�8����#�����!��������g

�
<

( ) ( ) 22

11J mkK k J= π    
����������������������8��9

�����&�4���)�*���&�����&��#��*

( )1

1
H H mkK k=

π

�����������������������8��9

G�!���0�%���)������!�%4�����&�������#����$��0���!�$+
!������&����&�����&��#��*�#���/�)������#���.��'���5�8��9
!��)%����4�����)%�0�8������'���#�������0�#���(���0�.�
(��4���*
� $��!�0��#��)�����*���)%�*�8���")���#�)!�����
�.��'���*�8��9���8��9���8�`9<�;

��
�_�;:LfWUSM88′�A�89��8;��&)�

8′�,�)�#�������0�."���)%�0�88�#��8′�#_��9
���3����!�%4��
�$��!�0��#��)�����*�8���������)�����8�����

G���.��'���5�8��9�#���8�#_��A����")�������4��.�#�+

��&���#������%!��"4���!��<
( ) 2 2

1
m

thJ m J= δ ��F�_������������������������������8��9

&)�

( )2 2 22 2 2 0,174Kδ = π ≅ 
�������������������8��9

	�*�#���&��./�(��4���"�#��*�#���8�h_��A��#��%4��
( )

1
m

thH mH= δ ��F�_��������
����������������������8��9

G���gh→�g
�
���)%�0�8�#→��A�=���!�%4�����&)��g���g

�
��8�#���A�


 ��������4����.��'���*�8��9���8��9�)�*���)%�*�8����8
�)����4�.�)�%&�)�%&%��(���!��54��������&���4���8�*���
�/�)�����%���������8��9�)�*�(���!���!���g

�



����!���!�����&�����&��#��*������)%�*�8���8��8��!
��9
���5��!/�)!����!�(���!���!�*���������"�!'���56�"
!��.�.������)%�*�8�)�*�%#�%&�&��!���'�*

^!#��0(%*��.��'���*�8��9���8��9��#��%4���)�*�!�%4�*

��&)��!�$!��������#����#���/�)�����0���������&����&+
�����&��#��*��(���!���!�0���!#��)�����"�#�����!�������
����&�����&��#��*��)��0�#���/�)�<

( ) ( ) ( )

( )

2
2

1 12

12

1
2 sn 2 ,

cn 2 ,

x
J x mkK k J mK k F k

L

x
mK k F k

L

   = − + ×     π   
 × +  

8��9

( ) ( ) ( )0 124 dn 2 ,
x

H x mK k H mK k F k
L

 = +  

������8�c9

�����(���!#��)�����"���&�����&��#��*���)'�(�2!�+
���!����#���/�)��8��!
��9�#���(.������4���#���)�����#��+

����56�/���#���/�)���/��"���&�����&��#������#�)�$��
#���)���5��)�������"� -�#�4��� !#����� ��� �������
��&�������#���


�

�

1+"�M���/��+"+��"����� #+�#� ��
�%$��������%$�-

�%$���,#;:�
��� ��H���J�"���+��"&� ��E.
P��FK

��+�$�J��+#��+��"&+:�E.
P���+�.
P��FK���J��#����##���
�%�


���:����4�%�L���#�L#� ��
�%$K���J��#����##���
�%�


���:������#�L���#�L#� ��
�%$

�

�

1+"�M���1�"
����%�#+���� #+�#� ��
�%$����%��
���:����
�

&����+#����/��%$���,#;:�
��� ��H���J�"���+��"&� ��E.
P��FK

��+�$�J��+#��+��"&+:�E.
P���+�.
P��FK���J��#����##���
�%�


���:����4�%�L���#�L#� ��
�%$K���J��#����##���
�%����#�L�

�#�L#� ��
�%$�
�+���+#�&���������%������#�����DD


���������������������8��9



��

��������	�
�����
��
�������������
����������������
����������������������������������������������

��!�%4�����&)������������&�������#�������0���!�$+
!������&��#��*�#���/�)���%#��*)�4�������/��"�#���!/�+
)�������#�������0�����
��
���/����#������56�����#���+
/�)���$��(%5��!��%��%�%����/�0,������/�0��8��!
�����9�
������%#��*)�4�����!������!��%�������2������&�����+
�%�!#�!�$%�%#��*)�4���*�-�#�4���!#����
���#������+
#���'����!�%4���%#��*)�4�����#���!/�)���#�������0+
�.��!#�!�$���8��!
����
9<����������#�*'����!���#��*
#������56�/���/��"���#����������)�%�!�����%��4���!�+
�����!��%���2������&������%�%#��*)�4���5�!#����

F������$��(������'���!��(��0��4�����)�������)'�(�2+
!����!����#���/�)����(�������!���&����)��)�����4�!+
��*�)������*�!��%��%��
��4��.��*�#����)���%5������+
&�5���')%�)����.��)'�(�2!����!����#���/�)�����%#+
�%&���!���'�������!!�������#��-�!!��(����)�"!���*
������&����&�����&��#��*�!�#���/�)��

��!�%4�����&)������������&�������#�����������%�5��

#�!��#�����%����4�����!*���.���������"!�����!������!+
#��)�������#��*���#���/�)����#�!����������$���/�:�=��=��;

��!�%4�����(��&�����#%�0!��&��%����4���*�������&�

#��*�)����������"������4�!��"�����4��.�#���/�)��#�)�$+
���%#�%&��%�!���'�5��$%)������*�0�%!��"4���!�0��(+(�
��&���4�����#���/�)�#������%�������.���&�����&��#������
%#��*)�4����������./�$%)���#���!/�)��0�����2������&+
����.��!#�!�$�����
��
���(�������!���&����)��)�����4�!+
��*�)������*�!��%��%��
�	��0��"����#���)�����!�!���.
(���!����������4��.�#����'����&��������&��#��*
���4�!+
���!����#��������!�-���!�!���.���'���#���(�"���%#��*+
)�4�������/��"�#��#��5����������&��4�������)�����+
4�!��"�)������"�!��%��%�.
����3����#��-�!!�#��)!���+
����.�����)����"�!���0��%�������*�������#�!.����!*

��)�%&���!�%4������&)����4��0����!�!��*����)�����+

&��)'�(�2!����!��&��#���/�)������4��������!!������+
��&���.����#�����#%�0!������()�"!����������&������+
��&����&�����&��#��*����'��$%)���#���!/�)��0�#����*
%!��"4���!����!�*(����*�!�#����������������#���/�)
��/��"���&�����&��#��*
� )�������3����!�%4�����!�*(��!
�����4�����4��0����!�!��*�������*��*��!*�!�$!�����.�
!�!��*�����!�!���.����*��*��!*�����)���.������#���&�
#������%!��"4���!���#�*�*�!*�#�������4��������%�*�(��+
4�������)%�*�8����%#��*)�4�����#������56�/���/��"��
#���/�)�$%)���#���!/�)��0�2������&����.��!#�!�$��


��(���54�������'���!)����0��.��)��4�������!!���+
����./���)����"�!���0��!���/#����)*6�"����&�����"��
%#�%&�"�!�!����/�#���!/�)���/���������*�#����*�%!��"+
4���!���#�������������()�"!��������!�!���%
�G����*
%!��"4���!���#����)��������%����5�!�����������!�!+
��������)�*�)�����&��)'�(�2!����!��&��#���/�)�����
!�*(���� !� #�������������� �� ��&�� ��/��"���&�����&�
#��*
�G��%4���.��������*�#���(.��5����#�!��)!����+
�%5�!�*(0���')%�����4���"�������&����&�����&��#��*
��4�!������/��"�#������56�/���#���/�)
���!��5��4�+
��)0��%#��*)�4�����#�������/���#���/�)���/��"�#���!+
/�)���#�)�$���)�����4�!��"�)������"�!��%��%��
��!�
����4�������.���#�(���*����!#��0(����0�)'�(�2!����+
!��"�#���/�)�#������!��%����������.4�!�����0�./�!�+
!��������3���������4����"���&������%!���"!����������+
/�����

��$�����.#�������#���#�))��'�����)��!������"���+

%4��"�#��&����.����(��������%4��&��#����-������.!+
��"�����.���#������d����c


���������	�
��
��������


�
�]������0����1
��
�	�����4�!����2���.�#�����
%!��"4���!��� %#�%&�/� !�!���� A�1
� �
� ]������0���
�
��
�̂ ����!��"�AA�	���777�
�����
�F
���
�d��
�7
����,�c�

�
���/�������
��
�C����4�!��*���)�����4�!��*�#����*

%!��"4���!���2������&�����&��!��*�#���#�����&��4�+
������A��
��
���/�����AA�	��
�����
�F
����
�d��
�7
���c,���

�
�̂ ���4�������
�1
�K������)��������322�����	'�+

(�2!����A��
�1
�̂ ���4�������
��
�7��)(��!��"���
��
�7�5+
!�����AA��KFv
�����
�F
���
�d��8�9
�7
����,�``

�
�]�/������

�

����)�������)������%�)'�(�2!����!+

��&��#���/�)��A�

�

�]�/����
�1
�<���%������c�
���`�!

�
�|��������
�K22����	'�(�2!���
�v�(������#����+

����*�A��
�|�������	'
�G������
�1
�<�1������c�
���`�!

�
�>eTM��C
�?
�rOfVT��UVfQWVQfT�LMN�WfSVSWLj�WQffTMVU�SM

tOUTY\UOM�pQMWVSOMU�A�C
�?
�>eTM��h
�t
�?WLjLYSMO�AA�D\qU

ITk
�����
�rOj
����
�D
���c,���

�
�
%�����^
� 
���!#��!�����������������%����0���

#���/�)��	'�(�2!����#�������4�����/��"���3������)�+
�������!��$�"�!���/#����)���!���A�̂ 
� 
�
%����AA��KFv

����
�F
���
�7
�����


yQ
�r
�{Lg\LfOk��@
�r
�HkLTk��n
�l
�>g\OVgSM

)��(�&#��$	�&�$�'*	��	$�&'	:� �/( �&	:%&�!#�&

ZI>�D>-�F>0I2D*02B�2D2B<6J�<A�B<D6�g<?>GI?<D�4CD0:*<D�2=>�0<D?*@>=>@��V:�?>:)�:I2:�H>I2E*<C=�<A�2�F26D>:*0�A*>B@�*D

B<D6� g<?>GI?<D� 4CD0:*<D� 2=>� 2D2B<6� 2� H>I2E*<C=� 2D� >B2?:*0� =<@� CD@>=� 2� HC08B*D6�� ZIC?)� 2� 0=*:*02B�F26D>:*0� A*>B@� <A

:=2D?*:*<D�A=<F�5>*?D>=j?�?:2:>?�*D�:I>�F*]>@�2=>�2D2B<6�<A�:I>�XCB>=*2D�:I=>?I<B@�B<??>?�<A�?:2H*B*:J�A<=�2D�>B2?:*0�=<@�

a>?*@>?�*:�*?�?I<-D)�:I2:�E<=:>]>?�<A�2�F26D>:*0�ABC]�G>D>:=2:*D6�*D:<�:I>�<D>&@*F>D?*<D2B�4CD0:*<D�2=>�2D2B<6�<A�2�B*D>�<A

?G*D?� *D�2D�>]:>=D2B� A*>B@�-I*0I�<=*>D:2:*<D�@>G>D@?�<D�2�=>B2:*<D�<A�2�D2:C=2B�2D@�>]:>=*<=�F26D>:*0� A*>B@)� *��>�� B<D6

g<?>GI?<D�4CD0:*<D�02D�H>�0<D?*@>=>@�2?�@JD2F*0�@<F2*D�?:=C0:C=>�



��

����������)���$�����)������������

�	
��c�
�

�
��
������

�����-��.	
�����	�	��

��������4
���
����.	����������	��	���������

�������������������
 ��������������������������"��������%������������������������������ '��
�����&

$�����3�� ��������������%���� '�#���$��#���
��#����� '�#$����� �"��(�������������� '���#����������&

�������
������"���� ���%���������#����������������������#$������ ����������������


��#05����.������).���!#�(������*�����������+
����#������������-��������!!��#�����)�./�������"

���$�����%)�4��"�!�������4�!��"���4���(����*�����!+
���$������"�#����$����*�����/����&��"�*��*��!*�����+
)���&�*��#��4�!��&����!#�(������*����!���./�!�������

���$����� ��!#��!�������.��#����������� 3��&�� ��!+
#�(������*�*��*��!*���!#�(�����������!���!��!������+
�����&������������8���&���&�(��.����
�#
9
�
���#�������
�������(�$��'�������������������."�2�������2���!
��(��4����0�.���(���������%����*�-����

��!!�������(�)�4%���!#�(������*����!����(���)��+

2��&�������,���$������)�����(���)�������./��������.�
��)����)��
���/�)��������*�)����"�(�)�4����(��������*)
4�!��./�(�)�4<���/�')���*����!�������(�$��'�������#��+
)�����*��$��!����$��$�������.)�����*����!���./�!����+
����8!�%4������������(�-��"��$��(��9����/���!#�(����+
��*�8��!
��9

��!!�������#�)��$������$��%���')�&����)%�*

G�)�!4��.�������)���./�#�������!*�#��%4�������+

)���*)��#%��������.��*�2�"����������)�)���./�!�����+
��&���!��4�����84���(�F�+�5�����#���.���)�������'�
����4���(�%�����!��0�.��#���.����)��)�*�-�2����"���+
)���##����%�.9
�G�!���#��%4���*�)���./�#���(��)��!*
!4��.��������!���0��/���)�����(�����#���!/�)����/�)�+
��)��������������(%�0�����4�&��!�()�5�!*�-�����.�����+

��-.
�G��-�!!�#��%4���*�-�����./������-����!������(�$+
��'������#��)�����.���%�.
�G���)���)�����������)+
�����.�#��%4����)�2���.��!�*(���.��!���(�.�����-��+
����������'��$��4�%5�!��%��%�%��(�$��'���*
���!�%4��
#��%4���*��(�$��'���*�!�������&���!��4������#�����
)�2�������!�*(���./�!�)���)��������������&)��#���#���+
��)�������&���&��!�&�������-�2����"�#�*��*��!*�322���
�&��$�����
�	�����������4���������(����."�!�&�������+
���4���(!���4�%5���(�����%���
��
���)�����$��'���!*���
3�������)���3��#�<�!��4�����!��4���.��!���������#����
��4���.�
�G����.��)��'��-�2����&���(�$��'���*���
���#05������$����)���#�*��*5�!*��)������������4����
*��*��!*�#��4���"�#���/�����&����)�

G�!���#��%4���*�-�����./������-�#���!/�)���#��)+

�������0��*��$��$�������)���#%��������'���*���(��4+
�./�2��0�������!��$���(�-���-������2�����&���(�$��+
'���*�#������$/�)���!��
�G��� !��$���(�-���-�����
2�����&�� �(�$��'���*� ��(��'���2������������ ���
��(.����./�������./�(����8(��������*���!�0�!�)��'�+
��*����!����������./��4��0�����9
�	�*�!��$���(�-���2�+
����&���(�$��'���*�#��)��&���!*�!��)%56����������

G�����!!���������#�!��)������0��!�����)�����.$���+
��!*�#���."���)��������."�!4�����!*���54��.����2��+
���%��!*������-��*���!��� ( , )FC i j 
������������(��%��+
!*�#�!��)������0��!�0���)����(��!��������0�����$��0+

���������	


����


	
���������	


����

�����	��	
��	������������

���������	
������

��	������	�����
�������
��
����

������������	�����
�������
�

�����	��	
��������

����
�������	�
�����������


��	�	�	��	
������	�
���������

������������
�������	���

��	������	�����

�������
���������

���	�	��	

������

������������

������

���	�	��	
������
�	��������
�������

������������	
������
�	��������
�������

��� ����
�
������

!��"��������	
������

������
�	��������

1+"�����	�#&2+�#�%�#�$�":����"+"���;���"
�,#���#+$���&"���;:�"+���%���+,��+����$��



��

��������	�
�����
��
�������������
����������������
����������������������������������������������

��"�#����'%������������8������)���9
�	�*���')�&�
����0�#�!�%#�56�&����)���2��������(�$��'��������+
������%��!*���!������!�����!��!��)%56�"�2���%��"<

( , ) , ���� � � � � � � �

( , ) ( , ) , ���� � � � � � � �

( , ) , ���� � � � � � � �

Fold F Fold

Fnew Fold Fold F
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q�� �������� ����������� �$��#�������� 
������#$������� � �� �������� ������� ��������%��� ������
� ��#$

����%�"����
�����������������������#������������������������ '������
 �!���#$�� 
�������)���������#$

������"��$�����	������������������������ 
����������!�����
�"������������� '�#����������#���� 
������&

�������������������������������"������������"��������
� '��"�������������

1���).��#����(�-�����'�����()����0������&�$���+
4�!��������).�����$%56���(�)���*�-�����"�2%��-����
�&����4���"����#�������.����*�������)�����#��!���.�
����).��)�*�#��������*������./�-�����*�2%��-�*����&+
����4���*���&%��$.�0�(�)��.���&������4�!���������'�
)�*�!�%4�������&)��2%��-���(�)��.��������4�!������.+
��'���*���!��'��&����)�

G��!���.������).�����!#��0(%5��2%��-�"�*���&�

��)������#���3����������&%��%4��.���0���(��4�.��!��"+
!����2%��-�"
�K���!��"!������&%���#��)��*�0!*��!/�)*
�(�!#�-�2�����������"�(�)�4������!�#���605�������+
��"�#��-�)%�.��)����2���-���!��"!����������*�����!+
�����#��$��"��.$�����#�����*���&�#���(%�������4��
�#��)������&��!��"!���

������!��0�.��#��!���.����&�����.������������&�+

����4�!��"���&������8��9��3���5-����."���&������
��&�����������-�����'�&�����&%��#�����*�0!*� )�*
������*��5$./�(�)�4��#����(�-��
����)�*��������./
#�����4�!��/�(�)�4����������/�)*��#��������&����+
����*
�K���#���!/�)���#�������4���!��'��"�!�!���.
�&����4���"����#�������.���������!��)!����������"
)�#%!����"��$��!��
�	�*�����/�!�%4�������$/�)���
��(��$�������&���������%4��.��56�/�!#�-�2��%���+
�����"�(�)�4�

��)����"�!���0����!!�������5�!*�(�)�4��%!�����"

#!��)�$%����"��#����(�-�����
��
�(�)�4���#����(�-�����+
6�!�����./�2%��-�"�$%���./�#�������./�!��&����4�+
��*������#�������.�

G����)����#��)�����*�����$/�)��.��)�*��#�!���*

��$��.���&���������#����(�-���:�;<
,�������
� ���"�����%��"�$%)�����(.���0���6�!����+

�%5� 2%��-�5� ��� ���'�!���� $%���./� #�������./<
1

2: nf B R→ ��&)�� { }2 0, 1B = =� 2 2 2 2...nB B B B= × × × =
,���4��� 1 2

2, nX X B∈ ���(�����8&������������!������
����4�5�!*�(��4������8�����)������&)�� 1,k n= =�B&!�!�)+
������4���$%)�����(.���0�#��!������������=
,����'�!���� ( )kO X �� 0,k n= ���!�/���4��� 2

nB ��8+!�!�)+
��/�����4���k����(�����8&������������4���k=
,����'�!������4��� 0 0 1

2( , ) { , , , }l l nW X X X X X B= ⊂�

�,�3������'���')%���4����� 0X ��� lX ���!��� 1, ,i l∀ = �

��4��� iX �*��*��!*�!�!�)��"��� 1iX − =
,����'�!���� 2

nA B⊂ ���(����������#�����!�������
�!��� 0 , lX X A∀ ∈ �!%6�!��%���#%�0� 0( , )lW X X A⊂ =
,� ��4��� *

2
nX B∈ �� )�*� ������"

* *
1( ) ( ), ( )f X f X X O X< ∀ ∈ ��*��*��!*� ��� '�#������&

������#!��)�$%����"�2%��-���A=
,�#!��)�$%���%5�2%��-�5�����56%5����0����)��

�����0�."������%���$%)�����(.���0�������� '��"���
���'�!���� 2

nB �2%��-��"=

,�%����)��0�%5�2%��-�5�A���(��������������"���

2
nB ���!��� *( ), 1,k

kX O X k n∀ ∈ = <
1 1 *

1 1( ) ( ), ( ) ( )k k k k
kf X f X X O X O X− −

−≤ ∀ ∈ ∩ 

(�����
�G����������$%���./�#�������./

1
1

( , ..., )
j

m

n j i
j i

x x a x
= ∈β

ϕ = ∑ ∏ �

&)�� {1, ..., }j nβ ⊂ ��*��*��!*�%����)��0��"������������"
#!��)�$%����"�2%��-��"�#��� 0ja ≥ �� 1,j m= 

��������
������
�����!!�������(�)�4%�!��)%56�&�

��)�<

2

( ) max
nX S B

C X
∈ ⊂

→ ����������������������������������8�9

&)�� ( )C X �,�������������(��!��56�*���� 0X �#!��)�$%+
����*�2%��-�*=� 2

nS B⊂ � ,� ��������*� #�)�$��!�0� #��+
!����!����$%���./�#�������./���#��)��*���*�(�)����"
!�!����"��&����4���"����#�����<

( ) , 1,j jA X H j m≤ = 
���������������������������8�9

���$6���!�%4������'�!����)�#%!���./�������"�N
*��*��!*���!�*(�.�����'�!����

1��'�!����)�#%!���./�������"�(�)�4��8�9��$��)���

!��)%56����!��"!�����<
,���4���Y A∈ �*��*��!*�
�������"������"����'�!���

1���!���!%6�!��%��� 1( )X O Y∈ ��)�*�������"� X A∉ =
,���4�%� 0( )iY O X A∈ ∩ �$%)�����(.���0����"��"����&

��"� ���'�!���� 1�� !� $�(���"� ��4��"� 0X A∈ �� �!��
0

1 1( ) ( )iX O Y O X+∀ ∈ � ��.#���*��!*� X A∉ =
,��&����4�������#��)��*56���#�)�$��!�0�#��!����+

!����$%���./�#�������./��$%)�����(.���0�������#����!��
�#�����0������������(�)�4��%!�����"��#����(�-�����
!��#�)����!��#�����0�.�����������!������!��%56�"
(�)�4���#����(�-���$�(�%4�����&����4���*

��!!�������)�%&���!��"!�������'�!����)�#%!���./

������"�:�;<
,��!���-�����*�2%��-�*�*��*��!*����������"�%����+

)��0��"�2%��-��"�����&����4������������������#�����0+
�.�����������(�)�4��8�9�$%)�����4����#����)��'�6�*
#�)���'�!��%� ���"��/� ��4������'�!���� )�#%!���./
������"�N�!�$�(���"���4��"� 0X ����������"�-�����*�2%�+
�-�*�#���������������0����(��4����<

2

0( ) min ( )
nX B

C X C X
∈

= =

,��!���2%��-�*��&����4���*�8�9�*��*��!*�%����)��0+
��"�2%��-��"��������'�!����)�#%!���./�������"�N�(�+
)�4��8�9�#��)!����*���!�$�"�!�*(�������'�!���=
,�����4�!�������"��/���4���!�*(��&�����'�!����)�+

#%!���./�������"�(�)�4��8�9� [ ]2
max

n
ns s C≤ = ��&)��[ ]2n

,�-���*�4�!�0�4�!��� 2n 
���!�%4��� maxs s= ��!�����"���
��4���#����)��'��� 0

2 ( )nO X �#���4������D��� 0
( 1) 2 ( )nO X−

8���� 0
( 1) 2 ( )nO X+ 9�#�����4������D
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����������)���$�����)������������

��������
�������������������������� )�����(�!#�+
!�$���%4�����&����4���"���%!����./�(�)�4�/�*��*��!*
!�!����������$�$6����"�����2��"�2%��-��

��!!��������$�$6���%5�2%��-�5

1

( ) ( ) max{0, ( ) }
m

j j
j

F X C X r A X H
=

= − −∑ ����������8�9

)�*�(�)�4��8�9�!��&����4���*���8�9

��3����!�%4�����������!���!��)%56���%����')�����:�;<
e����!�������
��"������4������'�!����)�#%!��+

�./�������"�N��!/�)��"�(�)�4��8�9�!��&����4���*���8�9
!�$�(���"���4��"� 0X �*��*5�!*���4����������0�./����+
!��%����)�*��$�$6����"�����2��"�2%��-���8�9�#��
#���������=��%)��������*56���%!����5

1

( ) ( )

max{0, ( ) }
m

j j
j

C Z C X
r

A Z H
=

′−>
−∑

)�*��5$�"����"��"���4��� 0( )kX O X′ ∈ ����5$�"���4��
0

1 1( ) ( )kZ O X O X+ ′∈ ∩ 

F������$��(����(�)�4��8�9��)����4���(�)�4�

2

( ) max
nX B

F X
∈

→ �����������������������������������8�9

��������"�����4�!���������0�./����!��%����8��!�%4��
!�*(��!��� ���'�!���� )�#%!���./� ������"9

[ ]2
max

n
ns s C≤ = 
����$6���!�%4������&)��)�#%!���������+

'�!�������*��*��!*�!�*(�.���4�!��������0�./����!��%+
�����������4�!�����'���)�!��&��0� 12n− 

��)�4��8�9�������!*��(��!��.���#��!���.�������)�+

��<������0��&��#��!����&�����4�!������&�����������&�+
������������-�����'�&�����
�)

7%6�!�����.����)�!�����������&��#�)/�)��*��*��!*

#����*�!��"!�������������!���-�����"�2%��-��� ( )C X 

G������)�����)�'��#��!�./�8��#�����������"�./9��&��+
��4���"��$�$6����*�2%��-�*�$%)���#�����)��0��"���+
���������"�2%��-��"�!�3�!#����-���0�.��4�!������+
4��������0�./����!��%���

���������������������������
�������
������
�
�

	�*��5$�"�3���!�����#��!���&����4�./���4���$%)�����!+
!��������0�)�����&������<�#�*��"���)��"!�����."
�G�*+
��"���&��������4������#��!���(�)�#%!����"��$��!����
)��'��!*�#��#%�����(��!����*�-�����"�2%��-����#������
��")������"�55���4�%�)�#%!����"��$��!��
�	��"!����+
�."�'����&��������)���#��!������)�#%!����"��$��!���#�
#%���%$.����*�-�����"�2%��-����#���������")���������+
��&��)�#%!����&��������*

 $6�*�!/���������
��� 
��������������!��)%56�*<
,���&��
�G���&���� 0

1X X= �� 1i = =
,� ��&� �
� �� !������!����� !� #�������� �.$�����

0
1 1( ) ( )i i iX O X O X S+ ∈ ∩ ∩ 
��!�������/���4�����������#�+

��/�)��������&��=����4�� 1i i= + ���#�����*�����&��=
,���&��
� opt 1iX X += 

 $6�*�!/�������"�������
��� 
����������������+

����<
,���&��
�G���&���� 0

1 ( )nX O X∈ �� 1i = =
,� ��&� �
� �� !������!����� !� #�������� �.$�����

0
1 1( ) ( )i n i iX O X O X+ −∈ ∩ 
��!��� 1iX S+ ∈ �����#���/�)��

�����&��=����4�� 1i i= + ���#�����*�����&��=
,���&��
� opt 1iX X += 

F������$��(����#�*��"���&��������/�)������"�55

��4�%�)�#%!����"��$��!�������������*�����)��"!�����."

��&��������/�)���&����4�%5���4�%��������*���'�������
*��*�0!*����"��"
�G�3���%�)�*�(�)�4�!��!�*(��"��$��!+
�05�)�#%!���./�������"�#�*��"���&��������!��)���
��/�)����%4�������������4���)��"!�����."���&�����

����!����.�#��������#�*��"���&������)�*�(�)�4��!���+
!�*(��"�)�#%!����"��$��!�05�����#��%4����������(%�0+
���������������'���$.�0�)�����������#�����0��&������
�������#%�����(��!����*�-�����"�2%��-���)�#%!���.���
��)�#%!���.��������*�$%)%��4���)����0!*
�	�*�����/
!�%4����$�����#��&�)���)��"!�����."���&�������)�*���+
����&��3���4���)�����������&�����������"�����
�	�*�%�%4+
����*�������*��#��%4����&��)��"!�����.����&��������
�������)%��!*�#�����*�0�!������!��%56�"�#�*��"���+
&�����
�F�����%�%4���������#�����������(.����!*���!0+
���(��4����0�.�

��!!�������.��)�������&�����.�#��!���&����4�./

��4�������4�5�!*�)�%&����)�%&�����0�#���������.$���
!��)%56�"���4��������&�����$6�/�!/����#�*��&����)��"+
!������&����&��������#��!��

|%)����!#��0(����0�!��)%56���#�������#��!��<
,������ �� _� ,� !�%4�"�."�#��!�� &����4�./� ��4��

87G�9
�F�4��� 1iX + ��.$�����!*�!�%4�"�.���$��(��
�
�'+
)�*���4������!��)%56�����&����'���$.�0��.$�����!����+
��"�����*���!�05
�G�����������#�����4�!��/�(�)�4�3��
����*���!�����&%��$.�0��������.�������.4�!�*�0!*���
�!��������!#�-�2����(�)�4��)����4����#��!��=
,������ ��̀ �,����)�+��&�����
�F�4��� 1iX + ��.$�����+

!*�#��%!����5

1( ) max ( )j
i

j
X X+λ = λ �

&)�� 0
1( ) ( )j

i iX O X O X S∈ ∩ ∩ �)�*�#�*��&����&��������
0

1( ) ( )j
n i iX O X O X−∈ ∩ �)�*�)��"!������&����&������


v%��-�*� ( )Xλ ��.$�����!*��!/�)*��(�!#�-�2����(�+
)�4�����#�����<�-�����*�2%��-�*� ( ) ( )X C Xλ = ��%)��0+
��*�-����!�0� ( ) ( ) ( )X C X A Xλ = �8)�*��)��&���&����4�+
��*9����
�)
=
,������ ��r�,��)�#����."�!�%4�"�."�#��!��&����4+

�./���4���8�7G�9
�F�4��� 1iX + ��.$�����!*�!�%4�"�.�
�$��(�����!������!�����!��������������*���!��"

1 2( , , ..., )i i i i
JP p p p= �

&)��g�,�����4�!������4�����(������./�#���(��)��!*��.+
$��=

1

( )

( )

j
i
j J

l

l

X
p

X
=

λ=
λ∑

�� 1,j J= �

()�!0� 0
1( ) ( )j

i iX O X O X S∈ ∩ ∩ �)�*�#�*��&����&������
�� 0

1( ) ( )j
n i iX O X O X−∈ ∩ �)�*�)��"!������&����&������


��&�������7G��*��*��!*�)�#��������������)�+��&����+
�%=
,������ ��s�,���)�2�-�������."�!�%4�"�."�#��!�

&����4�./���4���817G�9
�F�4��� 1iX + ��.$�����!*�#��%!+
����5

1( ) max ( )r
i

r
X X+λ = λ �

&)�� rX �,���4�����.$����.��#��#�����%���� 1,r R= ��()�!0
U�,�(�)�����."�#����������&������

���)�+��&������ *��*��!*� ��&%�*��.�� ��&��������

�
��
�#���#���������(�#%!����(��)��"�����"�'����4�����
�.)�����)����������������
� !���0�.����&�����.���'+
���(�#%!���0���!���0�����(����(���")���./�������"��.$+
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���0�����%4���
�F�%)�����!�0���')�&��(�#%!�����&����+
����&����4���<

( 1)

2

n n
T

+≤ �

���!��)�**���%)�����!�0����)�+��&����������7G��(��+
4����0����.����!���0�./���������������')�����&�����
#��!�������5���!��!�!�)������4���!��)%56�&��%����*�
������4������7G����17G��������.����)��"!������"�!/���
#��!�������5�������')�����&�����0��)�%���U���4���!�+
�����!������

��!!�������#�����������#�!���./���&����������

�)��"��(�#�����4�!��/�(�)�4�$��0��"���(�����!���!���+
!�*(�.�����'�!�����)�#%!���./�������"

����
��������������������
������������������

������������������������������������"�./���)�����*/
8] 9�#���(��)��!*�#��)%�-�*���(��4��&����)�
�����'+
)���] ������!*�!#�-����(�-�*�#����)���#��)%�-������+
���%5���&%��#���(��)��0�����&������"�./�������/�8]19

^����!*���������������4�!����(���(������#���(��)!���
#��)%�-��
�
�')��%�(���(%�!������!��%����$�������)
#��)%�-�����!�����.#������*
���)�#��)%�-���/������+
��(%��!*�#���(��)����0��!�05�(��!���%�8�!�&������!��+
�.���!%���9
��������#���(��)���"����]1�#��)%�-��
���$%������#�����!���"����(�����56�"��)�%�!���%
���+
�$/�)���� (�&�%(��0�#���(��)!�����.����6��!���] 
�������$��(����4��$.��.#���*��!0��!��(���(.��#��)%�+
-�*�#���(��)���!0�$�����������������������������4�!+
���#�����!�������$��%)�����*�]1�$.����������0�.�

�/�)�.��)���.�<
,� I �,�����4�!����)��"�#����������*=
,� J �,�����4�!����] =
,� jK �,�����4�!����]1���4+��] �� 1,j J= =
,� L �,�����4�!����(���(������#��)%�-�5��#���(��)�+

�%5����]1�8��!������!��%56���4�!�����)���#��)%�-��9=
,� lV �,�#���(��)����0��!�0�B+&����)��#��)%�-���(�

!���%����]1�� 1,l L= =
,� lT �,�!�����.#������*�B+&��(���(��8���#���(��)!���

B+&����)��#��)%�-��9����]1�� 1,l L= =
,� lW �,��$����B+&��(���(��8���#���(��)!����B+&����)�

#��)%�-��9����]1�� 1,l L= =

jlz �,�/��������(%���!#�-����(�-�5�] <
1,  ��������� �	
������
�

���

��
���
�������
������� �	
������

0 ����
����
���������
jl

j

z l


= 


,�α �,���322�-�����'�!���!����&����4���*�#�����$�+
����5�����������!���#���(��)!����#��)%�-���#��)�*��
0 1< α < 

	�*�#�!������*���)�������)���!��)%56���$%���.

#�������.�<

2{ } n
ijklY y B= ∈ =�&)�� { }2 0, 1B = �� 2 2 2 2

nB B B B= × ×Λ ×
,����'�!����$%���./�#�������./=

2{ } n
ijklX x B= ∈ =

1,  �	
���� �
��������� �
���� ������

����������	������������� ���������

0 ������������	
�����
ijkl

i k j

y l


= 

1,  �����	� 
����
��
�� 
����� 
�����


���
�����������	����	������������ 
���	����

0 	������	
����������

ijkl

i k j

x l


= 



 $6�*���(�����!�0�$%�������������l�8��k9

1

J

j
j

n I L K
=

= ⋅ ∑ 


	�#�������0�.��(���4���*<
�9� ijkl ijklx y≤ � , , ,i j k l∀ =
�9� 1,(1 )ijkl ijkl i jklx y y −= ⋅ − � , , ,i j k l∀
8 0 0jkly = � , ,j k l∀ 9
 8�9
d�������%����������� '�$%)�������0�!��)%56�"���)<
�9�-�����*�2%��-�*����!����.���&����4���*<

( ) minC X → �����������������������������������8�9
1( )l lA Y W≥ �� 1,l L= �����������������������������8�9

2 ( ) I
iA Y W≥ α ⋅ �� 1,i I= �� (0,1)α ∈ ��

1

L
I

l
l

W W I
=

= ∑ ����8c9

&)�� ( )1,
1 1 1 1 1 1 1 1

( ) 1
j jK KI J L I J L

ijkl ijkl i jkl
i j k l i j k l

C X x y y −
= = = = = = = =

= = −∑∑∑∑ ∑∑∑∑ =

( )1
1,

1 1 1

( ) 2
jl KT J

l l ijkl i jkl
i j k

A Y V y y −
= = =

= ⋅ +∑∑∑ =

( )2
1,

1 1 1

( ) 2
jKJ L

i l ijkl i jkl
j k l

A Y V y y −
= = =

= ⋅ +∑∑∑ =

0 0jkly = � , ,j k l∀ =

�9�)�#�������0�.���&����4���*<

1

1
L

ijkl
l

y
=

≤∑ �8
1

1
L

ijkl
l

x
=

≤∑ 9�� 1,i I= �� 1,j J= �� 1, jk K= ��8�9

ijkl jly z≤ �8 ijkl jlx z≤ 9�� 1,i I= �

1,j J= �� 1, jk K= �� 1,l L= 
��������������������8�`9

1�)��0��$��)����!��)%56����!��"!�����<
,������!*�)���#��!����!����$%���./�#�������./�8�$�+

(��4����/� XB ��� YB 9��!������!��%56�/����������k���l


�')�"���4��� YY B∈ �!������!��%����)��!������*���4��

XX B∈ �����#�����.�������"��#��)��*5�!*�!�������+
�����8�9
�G���3������4��� XX B∈ ���'���!������!������0
��!���0�����4��� YY B∈ �8!���(�.��(��4������2%��-�"
�&����4���"9=
,�-�����*�2%��-�*�8�9�*��*��!*�����"��"���%����+

)��0��"����������"���#��!����!���� XB �!���4��"�����+
�%��� 0 (0, ..., 0)X = 
���#��!����!���� YB �-�����*�2%��+
-�*�*��*��!*����)����4��"���%����)��0��"����������+
��"�!���4��"������%��� 0 (0, ..., 0)Y = =
,�2%��-����&����4���"�8�9���8c9���#��!����!���� YB

*��*5�!*����)����4�.�����%����)��0�.�����������.+
��� #!��)�$%���.���2%��-�*��� !� ��4��"������%��

0 (0, ..., 0)Y = 
���#��!����!����
XB �2%��-����&����4�+

��"��)��(��4�������#��)����.=
,����'�!����)�#%!���./�������"���#��!����!���/

XB ��� YB ��&����4����!���/%�
1

J

j
j

I K
=

∑ +��%���������4��

�����%���8 0X ��� 0Y 9�!�&��!����&����4���5�8�9
���#��+
!����!���� YB � 3���� %�����0� !������!��%��� ���%�� 4��� �
�5$�"�)��0������')�"�����"��"��������#���(��)��!*
#��)%�-�*=
,����'�!����)�#%!���./�������"����$6���!�%4��

*��*��!*���!�*(�.�����'�!�����8��#��!����!���� YB 9

F������$��(������������(�)�4��#����!�05��#��)�+

�*��!*�#�������.���l��4�&�����0(*�!��(��0�#���#������+
�.��k
����-�����*�2%��-�*����k��$��)����/�����������+
!��%�����.���!��"!���������!�*(��!�4���#��!���#���%+



��

����������)���$�����)������������

���#��k�*��*��!*�$�����322������.���4���#��l
�������
����2%��-����&����4���"�8�9��8c9����k�����#��)����.����
!��)%�����/�)��0�(��4���*�3��/�2%��-�"����!������!��%+
56�"���4���l
�F���/���4�����'���$.�0���!���0��<

1 2, , ..., HX Y Y Y→ �

#��4������������./��(���/�����������'���$.�0�)�#%!+
���.��������������./����
�����������2%��-����&����4�+
��"�()�!0���������.�����)�*����������"�k�!��)%����.$�+
���0�l��#����)��'�6%5����$�������(��'���%�%����5
8!�$��0�����(��4���*���2%��-�"9<

, 1, , , ,

arg max
h

h
ijkl

Y h H i j k l

Y y
=

 
=  

 
∑ �

&)�� 1111( , ..., )
Jh IJK LY y y=

��'��#����)����)����(���&������������&��#���$��+
(�����*�8� 
������_9<
,���&��
�G���&�����4��� 0jkN = �� 1,j J= �� 1, jk K= �
1i = =
,���&��
�	�*� 1,j J= �� 1, jk K= �� 1,l L= ��.#���*���%!+

�����<��!��� 1ijklx = ����� jkN l= =
,���&��
�	�*� 1,j J= �� 1, jk K= �� 1,l L= ��.#���*��

%!�����<��!��� jkN l= ����� 1ijkly = �����4�� 0ijkly = =
,���&��
��!��� i I< ����� 1i i= + ���#���/�)��������&��

�����'������*���������l��#��%4�������(���")����&�

����%4��&���������� optX �������!#�!�$������'���!���+
���!������0� !��%�-���� ��&)�� ����4�!���� �.#%!�����"
#��)%�-��� �����&�� #����!/�)��� ���$%����� (��4����
84�������$6��+�������#��������4���#�!�������"���)����
�����'������*�0��������������!�0�(�&�%(���#���(��)+
!�����./���6��!��"��������*��#����(��%��!*����!��)%+
56���3��#�9
�G�3���%�#�!���(��������*�#����&��3��#�
#��!��� optY �!��)%����#��)��*�0�#��#�����%

opt 1 2, , ..., HX Y Y Y→ �

1opt
: ( ) , 1, , , ,

arg min
h l h l

h
ijkl

Y A Y W l L i j k l

Y y
≥ =

 
=  

 
∑ 


��3����!�%4�����&������#���$��(�����*���!���0��
����4���!*����#��).)%6�&��8� 
������̀ 9<
,���&��
�G���&�����4�� 0jkN = �� 1,j J= �� 1, jk K= =
,���&� ��
� G���&����� 4�� 0ijkly = �� 1,i I= �� 1,j J= �
1, jk K= �� 1i = =
,���&��
�	�*� 1,j J= �� 1, jk K= �� 1,l L= ��.#���*��

%!�����<��!��� 1ijklx = ����� jkN l= =
,���&��
�	�*� 1,j J= �� 1, jk K= �� 1,l L= ��.#���*��

%!�����<��!��� jkN l= ��� 1( )l lA Y W< ����� 1ijkly = =
,���&��
��!��� i I< ����� 1i i= + ���#���/�)��������&��

�)�!0�����&���)�$�������%!������ 1( )l lA Y W< �������'�

���)�����&����)�*���(��'��!�������&���.4�!����*
���+

)�$��!�����������#���$��(��������������*�#��!�������
�������$/�)�������0���)�*��#��)�����*�����4��&�� optY 

	�*�������*�(�)�4���#����(�-���(�&�%(���#���(��)+

!�����./���6��!��"��!#��0(�����!0�)��"!�����.����+
&�����.<�7G������)�+��&��������17G�
���&�������7G�
�����!!��������!*��(+(���&��4��(�����"���%)�����!��
#������&���������(�#%!��
��)���4�."�'��(�#%!���7G�
�4��0���)�����'����.)��0����������%4����4����������
���)�+��&�������
�7�������"���4��"�#��!���*��*��!0
��4��� $�(%!�����&�� �����%��� -�����"� 2%��-��

0 (0, ..., 0)X = 
���")��������������%�%4����!0�!������+
!��%56���#�*�.����&�������


�������&���(�)�4��������!0�&�����4�!������&����+

���
�G��������(�-������$.����.$�����!/�����������*
322����������$������#������)������������������)�%+
&�/�(�)�4����$��������"��#����(�-���:�=��;

��(%�0���.�3�!#����������#���(�����4���)�*�)����"

(�)�4�����$�����322������.�����&���������#����4��+
!�������%)�����!���*��*5�!*����)�+��&��������17G�

 !���0�.����&�����.�#���'�!���/��&����4���*/����#�+
������.�����$6�������/�)*��)�#%!����&��������*
�K��
!�*(����!��!#�-�2���"�(�)�4�����������"������!*�$��0+
��������4�!������(��4�./��&����4���"��������!��)!�����
����!����0�������*�)�#%!����*��$��!�0

 !��)����.����(%�0���.�������*��`�(�)�4���!*4��+

&��#����������*�(�&�%(���#���(��)!�����./���6��!��"

#����)��.�����$��-�
�7��)����(��4���*��/�)�./�)��+
�./< 31I = =� 3J = =� 1 12K = =� 2 9K = =� 3 7K = =� 36L = =

0,5α = =� [40, 50]lV ∈ =� [20, 25 000]lW ∈ 
�G���3�����$6�*
��(�����!�0�$%������������� 31 248n = 


���4�!����(�#%!����7���&���������.$�����!0������

�$��(����4��$.���%)�����!�0�#��$��(����0�������*��!0
��%)�����!����)���4��&��(�#%!������)�+��&������
��
)������!�%4�����%)�����!�0� 58 10T ≈ ⋅ 

1�)�2�-�������."�!�%4�"�."�#��!��&����4�./���+

4���#��!�������5�!����)�+��&��������*��*��!*�$�����&�$+
��"�#��-�)%��"����������#�(���*����.$����0�#�������.�7
��U�����*56��������%)�����!�0���&�����������4��!�0���+
����*
����)����&����������"���(��'��!������#��)�!���+
�*������#���$��0��/���(�����!�*/�����*�#��!�����'��
$.�0�4��(������������
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   − µ − µΦ Φ         =
   − µ − µΦ Φ         
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  − µ − µ Φ Φ       =
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